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MATEMÁTICAS BÁSICAS 


PRESENTACIÓN 


Estudios estadísticos han mostrado que los estudiantes que toman un curso de 
Matemáticas Básicas tienen mejores resultados académicos en los cursos posterio- 
res donde se suponen estos fundamentos. En apoyo de un curso como este se ha 
elaborado un material con presentación agradable; en lenguaje sencillo, claro; de 
lectura atractiva, para que al ser trabajado concienzudamente por ellos les ayude 
a alcanzar el propósito de nivelar los conocimientos básicos del álgebra. 

El libro contiene cuatro unidades. La primera, sobre nümeros reales; en ella 
se hace un recorrido por las operaciones básicas en dicho conjunto: suma, res- 
ta, multiplicación, división y potenciación. Un especial cuidado se ha tenido en 
las operaciones con los números enteros y con los racionales, ya que con éstas 
usualmente se presentan muchas dificultades. La segunda unidad gira en torno al 
manejo de /as expresiones algebraicas, particularmente, las polinómicas. Las ope- 
raciones: suma, resta, multiplicación y división entre polinomios son abordadas 
indicando con detalle los procesos que se siguen para la realización de cada una 
de ellas. La tercera unidad avanza en el proceso de factorización, agrupándola en 
tres casos que cobijan los más utilizados y requeridos en cursos posteriores: factor 
comün, binomios y trinomios. En la cuarta y ültima unidad, ecuaciones, se indica 
cómo resolver ecuaciones de primer y segundo grados. Aquí se enfatiza la traduc- 
ción verbal a símbolos algebraicos. 

Cada unidad consta de las siguientes partes: 

— Introducción: se hace una breve justificación de la escogencia del tema a 
estudiar y un resumen de los contenidos que se incluyen. 


Ш! 


UnivERSIDAD ЈОВСЕ TADEO LOZANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERÍA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BÁSICAS 


— Situación inicial: se presenta un problema que busca motivar el estudio de 
algunos contenidos de la unidad. Con el auxilio de la teoría se da respuesta a las 
preguntas que allí se formulan. 

— Secciones: se desarrollan los contenidos con ejemplos ilustrativos y ejer- 
cicios. 

— Ejercicios de repaso de la unidad. 


Se recomienda al estudiante leer con anterioridad los contenidos que se tra- 
tarán en cada clase y seguir con detalle los ejemplos desarrollados, deteniéndose 
en cada paso, de modo que el proceso le sea claro, para así abordar en mejores 
condiciones los ejercicios propuestos. Realizar algunos de estos ejercicios antes de 
la clase le permitirá establecer el nivel de comprensión que ha tenido de la lectura, 
y así aclarar las dudas que surjan, en clase, o en los apoyos extraclase que ofrece 
la Universidad. 


El éxito del curso depende en gran medida de una actitud positiva, una asis- 
tencia regular y un compromiso con las actividades que él demande. 


¿Para qué sirven las matemáticas? 


La inmensa mayoría de los matemáticos dirá que las matemáticas son bellas de por sí, que 
se justifican a sí mismas. Pero las matemáticas son además necesarias, o más bien, indis- 
pensables. Podrían ser la ciencia invisible: parte de su mérito consiste en estar detrás de 
mültiples facetas de la vida cotidiana, ocultas pero esenciales. Y son también el motor del 
cambio: no hay avión, robot, computador... tecnología del futuro, que no se alimente de 


matemáticas. Algunas de estas facetas se reflejan en las siguientes situaciones: 


¿Habrá que sacar hoy el paraguas? Las matemáticas son esenciales para predecir qué 
tiempo hará. Para ello se divide la atmósfera que envuelve al planeta en cajas imaginarias 
de cerca de 50 kilómetros de lado y entre algunas decenas y centenas de metros de alto. 
Por medio de los satélites y las estaciones meteorológicas se toman datos climáticos de 
estas cajas y se introducen todas las variables en potentes ordenadores que las combinan 
con las leyes de la dinámica y la física en complicados cálculos para predecir cómo se 
comportará el tiempo en los siguientes días. A más largo plazo, y con modelos matemáti- 
cos similares a estos que incorporan las interacciones de la atmósfera con los océanos, los 


hielos o la biosfera, se estudian también los posibles efectos del cambio climático. 


¡Lo siento, no hablo español! A veces consideradas un lenguaje universal, las matemá- 
ticas resultan también indispensables para la traducción automatizada de cualquier idio- 
ma, desde el francés al zulú. Esto es así porque los programas informáticos de traducción 
se basan en estadísticas y probabilidades, junto a enormes bases de datos de palabras, 


para dar con la traducción más correcta de cada término. 
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¡Coge el teléfono! Marcar un número y hablar con alguien a través de un teléfono mó- 
vil es más complicado de lo que parece. Solo la norma GSM (Global System for Mobile 
Communications), que permite conectar un receptor con otro, supone más de 5.000 pá- 
ginas de especificaciones técnicas. Las matemáticas y los algoritmos no sólo consiguen 
simplificar este proceso, sino que son fundamentales en cada uno de los pasos de una 
llamada: la transformación de la voz en series numéricas, su envío por ondas hertzianas, 
el encriptado de la comunicación, la gestión de las distintas frecuencias de radio de cada 


operador... 


Comunicación blindada: cómo encriptar una conversación telefónica para que no sea 
escuchada por otras personas, o cómo garantizar la seguridad de una tarjeta de crédito. 
Desde la !! Guerra Mundial, donde los matemáticos jugaron un papel determinante en el 
descifrado de mensajes secretos, esta ciencia constituye la pieza clave de muchos de los 
sistemas de seguridad usados de forma cotidiana. Un buen número de estos sistemas se 
basan en el protocolo RSA, construido en torno a la idea de que, si bien se pueden cons- 
truir cifras enormes a partir de números primos (N = p : q), resulta muy complicado hallar 


los factores p y q cuando sólo se conoce N. 


¡Puja y gana! ¿Qué tiene que hacer una persona para sacar el máximo beneficio a la hora 
de pujar en una subasta? La teoría de los juegos, creada por el matemático de origen hún- 
garo John Von Neumann en los años 1920-1940, analiza los diversos actores y sus diferen- 
tes estrategias para anticiparse a ellos. Un ejemplo: en una situación simétrica en la que 
unos piensan lo mismo que los otros, un postor debe buscar el máximo beneficio sabiendo 


que los demás van a seguir la misma estrategia que la de él. 


¿Se caerá este rascacielos? Los números han permitido también elaborar complejos mo- 


delos matemáticos para representar prácticamente cualquier sólido o fluido en un ordena- 
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dor y simular cuál será su comportamiento en la realidad. Es decir, predecir de alguna forma 
el futuro. Estos modelos son ya utilizados para analizar la estabilidad de rascacielos y puen- 
tes ante un terremoto o para simular el aterrizaje de una sonda espacial en un lugar remoto. 
En estos momentos se intenta también reproducir los órganos del cuerpo humano en un 
ordenador y llegar a saber con antelación cómo responderá un paciente en un quirófano 


durante una operación. 


La probabilidad de desarrollar un cáncer. Muchas enfermedades tienen un componen- 
te hereditario, lo que significa que una persona puede estar más predispuesta a padecer 
un mal si es portador o no de un determinado gen. Así ocurre con el gen BRCAT, cuya 
mutación se descubrió en 1990 y que está implicada en un porcentaje elevado de mujeres 
con cáncer de mama. Para hallarlo, los investigadores tuvieron que apoyarse en mültiples 


análisis estadísticos sobre personas emparentadas. 


De Parque Jurásico a Star Wars. Conseguir que unos juguetes cobren vida en la pantalla 
de cine o que el ataque de un tiranosaurio rex haga agarrarse a los espectadores de sus 
asientos es posible, en gran medida, gracias a las matemáticas. Muchos de los efectos 
especiales más alucinantes del cine o las películas de animación son una combinación de 
pixeles y formas geométricas creadas a partir de matemáticas por medio de programas 


informáticos. 


Revivir el pasado. Reconstruir una vasija rota nunca es fácil. Pero qué pasa si ésta ade- 
más tiene siglos de antigüedad y debe ser recompuesta sin saber cómo era a partir de 
cientos o miles de pequeños fragmentos desordenados e incompletos. Las matemáticas 
son igualmente una herramienta indispensable para la arqueología, pues permiten re- 
construir superficies de todo tipo e incluso partes de un cuerpo humano a partir de unos 


pocos restos antiguos. Las piezas disponibles son digitalizadas e introducidas en progra- 
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mas informáticos que recomponen el objeto de forma virtual por medio de geometría, 


combinaciones y estadísticas. 


Conservando el medio ambiente. La combinación de las matemáticas y la ecología per- 
mite comprender muchas de las complejas interacciones de la naturaleza. Con ayuda del 
álgebra, simulaciones numéricas, procesos estocásticos, ecuaciones diferenciales o esta- 
dística se pueden crear modelos con los cuales determinar, por ejemplo, qué extensión se 
necesita proteger para conservar una determinada población de animales o a qué ritmo 


se propagará una especie de planta invasora. 


Música y literatura. Sea una ópera de Mozart o la guitarra de Keith Richards, toda la mú- 
sica que se almacena en un CD está formada por largas series de ceros y unos. Pero ésta 
no es, ni mucho menos, la única relación de las matemáticas con la música y con el arte. 
La composición musical está ligada íntimamente a las matemáticas, al igual que muchas 
pinturas y obras de arte. En la literatura, las matemáticas están presentes en clásicos como 
Alicia en el país de las maravillas o Los viajes de Gulliver. Y en el caso de Borges, que estudió 
matemáticas durante varios años, la impronta de esta ciencia aparece en toda su obra, en 
especial en su cuento El Aleph, que ya en el nombre se refiere a una teoría matemática que 


expone cómo el todo no es necesariamente mayor que las partes. 


(TOMADO DEL INTERNATIONAL CONGRESS OF MATHEMATICIANS, ICM, 2006, MADRID). 


UNIDAD 


BREVE HISTORIA DE LOS NÚMEROS 


Los nümeros naturales (N) son aquellos que usamos para contar. 

En la prehistoria, las tribus más primitivas apenas distinguían entre 
"uno" y "muchos" 

Más adelante, utilizaron un lenguaje corporal (dedos, mano, pie...) 
y con ayuda de ramas, piedras, etc., lograron contar nümeros cada vez 
mayores. 

Los símbolos que representan a los nümeros naturales no han sido 
siempre los mismos. 


En Mesopotamia se representaban en forma de cuña. 

En Egipto, mediante jeroglíficos. 

En Grecia, con las letras de su alfabeto. 

En Roma, los símbolos que se usaron fueron los siguientes: 
I21; V5; X210; L=50 ; C=100 ; р = 500 ; 
M= 1.000 


e Los símbolos de nuestro sistema de numeración actual los introdu- 
jeron los árabes y son de origen hindú: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 y 9. 


La representación de los números con una marca por cada elemen- 
to no es práctica para números grandes. Con el desarrollo humano se «UA 
hizo necesaria una mejor forma de representar los números; una de las 
primeras ideas utilizadas fue la agrupación, en la cual se usan tantos sím- 
bolos como sea necesario, colocándolos de izquierda a derecha o vice- 
versa, de arriba a abajo, o en la posición que se quisiera. Por ejemplo, los 
egipcios usaban los símbolos |, N y 9 para 1, 10 y 100 respectivamente 
y representaban el número 236 así: 


ЕЭ 


элла [І 


ó © 
© 
(ШЇЇ 


Luego, la idea decisiva fue la de utilizar el prin- 
cipio posicional (como en nuestro sistema decimal) 
para representar los nümeros: un mismo símbolo 
puede tener un valor distinto dependiendo de la po- 
sición que ocupe. 

En el sistema de los nümeros naturales, ecuacio- 
nes del tipo x + 1 = 0, no tienen solución; situaciones 
de la vida real como deudas, depresiones del terre- 
no, temperaturas bajo cero, no son posibles de repre- 
sentar con tales nümeros. Surge así la necesidad de 
extender el sistema de los nümeros naturales a un 
nuevo sistema en el que tales ecuaciones y situacio- 
nes sean posibles. El nuevo conjunto se denomina 
nümeros enteros, y se simboliza por la letra Z. 

Al estudiar la operación de multiplicar en los 
nümeros enteros, se observa que la operación in- 
versa, la división, no es siempre posible. Por ejem- 
plo, 4 + 5 carece de sentido en los enteros. Surge, 
por tanto, la necesidad de extender el sistema de 
los nümeros enteros a uno nuevo en el que tengan 
sentido tales operaciones. Éste recibió el nombre 
de sistema de los nümeros racionales, simbolizado 
con la letra Q. 

La introducción de los diversos sistemas numéri- 
cos no ha sido secuencial. Así, en el siglo VII a. C. los 


George CANTOR (1845-1918) 
Matemático alemán nacido en San Peters- 
burgo (ahora Leningrado, Rusia) y fallecido 
en Halle. Ya en la escuela, Cantor mostró 
talento por las matemáticas, haciendo 
posteriormente de ellas su profesión, obte- 


niendo el puesto de profesor en la Universi- 
dad de Halle en 1872. Cantor construyó una 
estructura lógica completa, en la cual se 
postulaba que una serie completa de nú- 
meros transfinitos, representaba diferentes 
órdenes de infinitos. De esta manera todos 
los números racionales podían establecer 
una igualdad a la serie de números enteros, 
pero no así los números racionales más los 
irracionales. Estos eran los números reales 
y representaban números transfinitos más 
elevados que los números enteros. Así la de- 
finición de Cantor de número real identifica 
a este último con una sucesión convergente 
de números racionales. 


Richard DEDEKIND (1831-1916) 

Este matemático alemán nació y murió en 
la ciudad de Braunschweig. Fue una figura 
dave en el surgimiento de la matemática 
conjuntista y estructural del siglo XX. 

Su obra y su importancia han sido 
revaluadas en los últimos treinta años, 
resultando que no deja de crecer la 
estimación que de él se tiene. Hasta cierto 
punto, se le puede considerar un moderno 
Euclides: dejó una huella muy importante 
en los elementos de la matemática. 
Durante el siglo XX, a Dedekind se le ha 
conocido sobre todo por su aportación a 
los fundamentos del sistema numérico 
(definiciones de los números reales y 
naturales), pero su principal contribución 
como investigador fue en el terreno del 
álgebra y sobre todo la teoría de números 
algebraicos. 


griegos descubrieron los números 
irracionales, es decir, los que no pue- 
den ser expresados a través de una 
fracción, por ejemplo, al comparar 
la diagonal y el lado de un pentágo- 
no regular o la diagonal y el lado de 
un cuadrado; estaban familiarizados 
con la extracción de las raíces cua- 
dradas y cúbicas pero no conocían 
los números negativos ni el cero, 
tampoco tenían un sistema de sím- 
bolos literales bien desarrollado. 

El predominio, en esta época, de 
la geometría, fue la causa de que la 
aritmética y el álgebra no evolucio- 
naran independientemente. Verbi- 
gracia, los elementos que intervie- 
nen en los cálculos se representaban 
geométricamente y las magnitudes 
irracionales las tomaban como seg- 
mentos de recta. 

Fueron los hindúes, entre los 
siglos V y XV, los que inventaron el 
sistema de numeración actual, in- 
trodujeron los números negativos y 
comenzaron a operar con los nüme- 
ros irracionales de forma semejante 
que con los racionales, sin represen- 
tarlos geométricamente. Durante el 
periodo renacentista, entre los si- 
glos XVI y XVIII, los europeos toman 
contacto con las ideas griegas a 


Karl WEIERSTRASS 

(1815 - 1897) 

Matemático alemán considerado como 
el «padre del análisis moderno». 

Nació en Ostenfelde y murió en Berlín. 
Estudió matemáticas en la Universidad 
de Münster, además de sus prolíficas 
investigaciones cabe señalar que fue 
profesor de cátedra en la Universidad 
de Berlín en la cual tuvo entre sus 
discípulos a Georg Cantor, Ferdinand 
Georg Frobenius, Wilhelm Killing, 

Leo Königsberger, Carl Runge y Sofia 
Kovalévskaya. 


ЕЭ 


través de traducciones árabes, reemplazándolas, 
paulatinamente, por los métodos hindües. 

Es importante resaltar que el conocimiento 
de los nümeros por parte de los griegos no fue 
superado sino hasta veinticuatro siglos más tar- 
de. Los matemáticos G. Cantor, R. Dedekind, K. 
Weiertrass y B. Bolzano fueron quienes culmina- 
ron la obra, que duró medio siglo de investigacio- 
nes, sobre los nümeros racionales e irracionales, 
que considerados juntos, constituyeron el siste- 
ma de los nümeros reales. 


Bernard BOLZANO (1781 - 1848) 
Matemático checoslovaco nacido 

y fallecido en Praga. Tras estudiar teología, 
filosofía y matemáticas, fue ordenado sa- 
cerdote en 1805 y se le confió la cátedra de 
filosofía religiosa en su ciudad natal, donde 
sus tendencias librepensadoras le valieron 
una acusación ante Roma. Fijó el concepto 
de la distancia y distinguió el máximo de 
una función y su límite superior, enuncian- 
do varios teoremas universalmente conoci- 
dos. Las inquietudes científicas de Bolzano 
resultaron muy avanzadas para su tiempo, 
preocupado como estaba por los funda- 
mentos de varias ramas de la matemática, 
a saber, la teoría de las funciones, la lógica 
y la noción de cardinal. 
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Introducción 


Los nümeros reales (aquellos con representación decimal finita o infinita) apa- 
recen en muchas de las cantidades que se emplean en la modelación matemá- 
tica del mundo físico y económico, cantidades que se supone varían de manera 
"continua". 

En esta unidad el estudiante encontrará un tratamiento básico del sistema de 
los nümeros reales; se identifica el conjunto que lo forma (con algunos subcon- 
juntos especiales) y se precisan varias propiedades de las operaciones que en él se 
definen, las cuales serán de uso frecuente en el álgebra. 


Situación inicial 


Un objeto, cuya temperatura es de quince grados centígrados, se introduce en 
un congelador; transcurridas dos horas el objeto tiene una temperatura de diez 
grados bajo cero. 

a) ¿Cuál fue la variación de temperatura? 

b) ¿Cuál fue el cambio promedio de temperatura? 


1.1. Los números enteros 


Cantidades como quince grados centígrados o diez grados centígrados bajo cero 
pueden ser representadas como: +15*C, –10°С, respectivamente. 
Números como +15 y -10 son ejemplos de números enteros. 


EN 


E 
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Con frecuencia se prescinde del signo + para indicar un entero positivo. Así, +5 se 
representa simplemente como 5. Números como +5 y –5 se llaman opuestos. 

Los nümeros enteros también se utilizan para modelar situaciones relacionadas 
con: 

e Consignaciones o retiros en una cuenta bancaria. 

e Sucesos que ocurrieron antes o después de un momento específico. 

e Alturas y profundidades con respecto al nivel del mar. 

e La solución de ecuaciones, como x + 5 = 3. 


EJERCICIO 1 


. Dibujeen el plano cartesiano el rectángulo de vértices: (5, 4), (-3, 4), (-3, -2), 


(5-2). ¿Cuál es su perímetro? 


. Encuentre los vértices de un rectángulo tal que su perímetro sea igual a 28, 


uno de sus lados esté en el eje X y uno de sus vértices sea el punto (2, 9). 


. (Сиа! es el perímetro de la figura que aparece a continuación?: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.1. Los nümeros enteros 


1.1.1. Adición de enteros 


Si la temperatura de un objeto es de -10°C y ésta se incrementa en 15°С, ¿cuál es 
la temperatura final? 


*. Haga un gráfico que represente la situación. 


La temperatura final es de 5?C y se consigue mediante la adición: 
(7-10) + (15) 25 


є Redacte una regla para sumar enteros. 
є Explore el posible significado que se podría dar a la adición en los contextos: 
consignaciones-retiros, sucesos de eventos, alturas-profundidades. 


EJERCICIO 2 
Efectúe: 
АСЕЛ Z: . Glot 12 = 
ЇЇ Р (18) = 
8 + (Е3) = h o Ees 


(-12)-5- : » (411) 4(-11) = 


1. 
2 
3 
4. (-4)+9= ! b 192) = 
5 
68-75 (1) = : н AIOS 


El cálculo de expresiones сото: (-3458) + 5700 + (71345) - 3256 resulta engorroso 
si se hace con lápiz y papel. 


*. Explore el uso de la calculadora para realizar el cálculo anterior con las teclas 
usuales de las operaciones, con las memorias (М+), (М-), (Min), (MR), o con el 
modo SD. 


E 


r 
t] 
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1.1.2. Resta de enteros 


Retomando la parte a) de la situación inicial: si la temperatura del objeto pasa de 
15 grados sobre cero a 10 grados bajo cero, hubo una baja de temperatura de 25°С. 
Este resultado se obtiene con la resta: (-10) - 15 = -25. 

Si la temperatura inicial de un cuerpo fuera de -3 grados y la final de 5 grados, el 
cambio en la temperatura sería de 8 grados; la temperatura subió 8?C 


*. Elabore un gráfico que ilustre la situación anterior. 


La variación en la temperatura (AT) se consigue restando la temperatura final (T, ) 
con la temperatura inicial (Т): 


АТ-Т,-Т,-5-(-3)-543-8 


La resta de dos nümeros se define como la suma del primer término (minuendo) 
con el opuesto del segundo término (sustraendo). 


EJERCICIO 3 


Efectüe: 
1. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.1. Los nümeros enteros 


En los ejercicios 1) y 2) se observa que los resultados no son iguales; el orden en 
que se lleva a cabo la resta afecta el resultado. 
Así: si a z b, entoncesa- bzb-a 


1.1.3. Multiplicación de enteros 
Tres disminuciones sucesivas de cinco grados se pueden representar en la forma: 
(—5)+(—5)+(—5) 


lo cual equivale a una disminución total de 15 grados. Esto se escribe mediante el 
producto: 


3X (-5)5-15 
= ¿Cómo se obtiene el signo del resultado en la multiplicación de enteros? 


EJERCICIO 4 
A. Efectúe: 


1. 3X9- 


7 (69) = 
(-5)X 10 = 


(-5) X (-11) = 


2 
3 
4 
5 (Е2)2 25 
6 
7. 1X4= 


En el fondo de un pozo de diez metros de profundidad se encuentra un 
gusano. Durante el día sube tres metros y en la noche resbala dos, ¿en qué 


día el gusano llega a la salida del pozo? 


a-b=a+(-b) 


v4 


EJ 


4 
z 
л! 
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Consideremos un cultivo que inicialmente tiene una bacteria; cada bacteria se du- 
plica cada segundo; al cabo de tres segundos, ¿cuántas bacterias habrá? Veamos: 


Después de 1 segundo se tendrán 1 X 2=2 bacterias 
Después de 2 segundos: 2 х 2=4 bacterias 
Después de 3 segundos: 2 X 2 х 2 = 8 bacterias 


Transcurridos 3 segundos habrá 8 bacterias. 


Un producto repetido como 2 X 2 X 2 serepresenta en la forma: 2? 


EJERCICIO 5 
A. Desarrolle las siguientes potencias: 


1. 


5 
2 6 
3. 7. 
4 8 


B. Conla ayuda de la calculadora efectüe: 


1.3 2. 3. (4) 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.1. Los nümeros enteros 


1.1.4. División de enteros 


En la división 15+(-3) se busca un número que multiplicado por (-3) dé 15. Ese 
número es (-5). 


15 + (-3) = (-5) 
Т Т Т 
Dividendo Divisor Cociente 


*. ¿Cómo se obtiene el signo del resultado de la división de enteros? 


EJERCICIO 6 
Halle el cociente: 
27-9- 

(736) + (7-4) = 


217-(-3) = 

(Ево 102 
212725 hr o 
ES 


*. ¿Qué decir de la expresión 4 + 0? 


30) 
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EJERCICIO CON NÚMEROS ENTEROS 7 


B. 


Halle el valor numérico de cada expresión: 


1. (х-12)-14-х) parax= 7 

2- (рта (0-8) para p = (-5) 

3. (9-6) – (2:6) para b = (-9) 

4. (a-b)+(b=a) para a = 4y b = (-12) 
5. (8+d)-(4-d) para d = (-8) 

6. (m=+5)-(m+n) рагат--(-15)уп-2 


Un helado proporciona 160 calorías, 100 gramos de carne aportan 105 
calorías, correr 1 minuto elimina 24 calorías, nadar 1 minuto elimina 15 
calorías. Si en una semana una persona come 5 helados y 600 gramos 
de carne, corre 30 minutos diarios y nada 2 horas a la semana, ;Cuántas 


calorías ha ganado o perdido debido a estas actividades? 
En un teatro hay 26 filas de 24 sillas cada una. Los asientos se numeran 
en forma consecutiva de izquierda a derecha, comenzando por la prime- 


ra fila y hacia atrás. ¿En qué fila se encuentra la silla número 374? 


La figura muestra una pila de tubos acomodados en cuatro filas: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.1. Los nümeros enteros 


¿Cuántos tubos hay en una pila como la anterior pero con 30 filas de tu- 
bos? 
¿Cuántos tubos hay en una pila con 100 filas de tubos? 
Encuentre una fórmula para calcular la suma 1 +2 +3... + п 
F. Coloque en cada casilla del siguiente cuadrado un nümero del conjunto 


(4 -3 -2 =1, 0.1. 2 3,4 


de modo que al sumar por cualquier fila, columna o diagonal el resultado 


obtenido sea cero. 


G.  Resuelva la parte b) de la situación inicial de esta unidad. 


GU 


032) 
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1.2. Los nümeros racionales 
Situación 


Dos tubos están conectados a un recipiente; por uno de ellos viene agua y por el otro 
leche. Por ambos la rapidez de entrada de líquido es constante. Cuando sólo ingresa 
agua el tiempo de llenado del recipiente es de dos horas; cuando sólo ingresa leche el 
tiempo de llenado es de tres horas. ;En cuánto tiempo se llena el recipiente si ingresan 
simultáneamente los dos líquidos. 


xx 


Con frecuencia escuchamos decir: "Tres cuartos de hora son cuarenta y cinco mi- 
nutos" En la anterior afirmación tres cuartos se representa matemáticamente con 


ЯГ 3 
la fracción: HE 


El 4 es el denominador, e indica que la hora se ha dividido en cuatro partes. 
El 3 es el numerador, e indica que de las cuatro partes se han tomado tres. 


Como cualquier entero, m se puede expresar en la forma: 
m 


1 
se tiene que los nümeros enteros son racionales. 


En el siguiente ejemplo se muestra la ubicación de algunos nümeros racionales en 
la recta numérica: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.2. Los nümeros racionales 


dh o 0 h 1 A 2 


No es usual decir "dos cuartos de hora”, sino la forma equivalente “media hora": 


En estas fracciones el producto en diagonal es el mismo: 2 X 224 X 1 


Se consiguen fracciones equivalentes a una fracción con los procesos de amplifica- 
ción (multiplicación de numerador y denominador por el mismo nümero entero, 
distinto de cero) o simplificación (división de numerador y denominador por el 
mismo nümero entero, distinto de cero). 


EJEMPLOS 


1. Alamplificar por 3 la fracción —— , se multiplica por 3 al numerador y al 


А T 3 
denominador para obtener la fracción equivalente: —— 


6 
mede 232273 
2n 2x58 6 


2. Alsimplificar por 2 la fracción Та 7 


para obtener Іа fracción equivalente -,- : 


se divide por 2 al numerador y al denominador 
6 


12 _ 1242 
B veu 


Cuando по hay enteros mayores que 1, por el cual sean divisibles tanto el nume- 
rador como el denominador se dice que la fracción está simplificada al máximo o 
reducida a su mínima expresión. 


equivale a 
a.d-b:c 
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= 
— | Б 
E 
EJERCICIO 8 
A.  Simplifique al máximo cada fracción: 
-49 A 
du cim zh gen 
B. | Complete: 
Volviendo a la representación de una fracción en la recta, se puede observar que 
infinitas fracciones están representadas en un mismo punto; todas corresponden 
al mismo nümero racional. 
-1 0 A 1 2 
Por ejemplo, al punto A le corresponde el número racional representado por cual- 
uiera de las fracciones 1 2 3 4... 
q 2 ГА 4 ГА 6 ГА 8 ГА 
E 
1.2.1. Multiplicación 


En la expresión "tres cuartos de hora son cuarenta y cinco minutos”, el resultado se 


puede obtener mediante la multiplicación: 
1 х 1hora = 1 X 60 minutos = 3 X 15 minutos = 45 minutos 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.2. Los nümeros racionales 


Mediante una multiplicación se contesta la pregunta: ¿cuántas mujeres hay en un 
grupo de treinta y seis personas si ellas constituyen las dos terceras partes del grupo? 


2 2336. = 
4 X36=2x37=2X12 =24 


en el grupo hay 24 mujeres 


El perímetro de un cierto rectángulo es p. El perímetro de otro rectángulo que es el 
triple del anterior también se puede representar con una multiplicación: 


3Xp=3p 


Observe que en las situaciones anteriores la preposición de se ha traducido arit- 
méticamente en una multiplicación. 


EJEMPLOS 


1. Lostres quintos de 50 son: 2 Х50-30 


5) 


20 
0, DIESEL ci. ET 


¿Qué parte de 1 hora equivale a los 4 de los ide hora? 


Veamos: 
Los i de hora son i X 60 = 45 min y los 4 de 45 son: 4 X 45 = 30 min, es decir, 
media hora. 
2 в. хаг аш 3 _1 
Los 3 delos 4 5e traducen en la multiplicación: 3 Хо 1252 


EN 
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Multiplicación de nümeros racionales 


EJERCICIO 9 


A. j;Aquéracional corresponde cada región sombreada? 


Efectúe: 


3€ 


En una situación como la siguiente: 


H nn 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.2. Los nümeros racionales 


la región sombreada corresponde a: — + — = — 


D ee 1: nümero entero 


4 
3. fi - ; 
m racción propia 
— : fracción impropia 
Esta fracción se escribe también en forma mixta: 1 + — = ын 


Una fracción impropia se lleva a la forma mixta mediante división. 


Por ejemplo, la fracción — : 


se tiene: 7 


3 | 
21-13. | 
4 4 


EJERCICIO 10 


A. Escriba en forma mixta las fracciones: 


B. Convierta a fracción los nümeros mixtos: 
3 


1. 82.- 2.-10--- ЕЭ 


3 4 


С. ¿A qué racionales corresponden los puntos A, B, C, D, y E? 


288) 
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1.2.2. Nümeros decimales 


Otra manera de representar un nümero racional es mediante la notación decimal; 
por ejemplo al punto A le corresponde el nümero decimal 0.5 


-1 0 A 1 2 


Recordemos: Una fracción decimal es aquella cuyo denominador es una potencia 
de diez. 


EJEMPLOS 


12 3 254 . 85 1483 


10 ' 10 ' 100 ' 100” 1000 ' 1000 


Hay fracciones que no son decimales pero son equivalentes a alguna fracción de- 
cimal. 


EJEMPLOS 


Estas fracciones se pueden representar con nümeros decimales: 


3.229 Ds - 2 E 38 
j715795 =- =0.75; 


5 10 


ЕР E: TA 
= 3.8; 300 ^1 0 = 0:03 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.2. Los nümeros racionales 


*. ¿Cómo se convierte una fracción decimal a número decimal? 


Otra manera de pasar a número decimal es mediante división: 


1 1012 3 30 [4 
2 4 


0 0.5 20 0.75 
0 
Para una fracción como L no hay fracción decimal equivalente (¿por qué?). 


3 


Al proceder con la división 1 + 3 se observa que esta continúa indefinidamente: 


1 _ 100 [3 
3 10 0333 
1 


A la fracción i le corresponde una representación decimal infinita: 


5 = 0.333 --- = 0.3 (periodo 3) 


EJERCICIO 11 


1. Escriba el número decimal correspondiente a los puntos A, B, C y D: 


21 А 


12 
с. 3 


ES 
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= ¿Cómo se efectúan las operaciones básicas entre números decimales? 


EJERCICIO 12 


Desarrolle: 
1. 1.53 + 2.546 = Z- 10002x 03S з 585010) 
. 35+23./6= 8. (-5.47)x8= ь 04: ДОО = 


. —14+8.25= „ EIS) xE) . —0.08 x 1000 = 
. 6.34 – 4.309 = . 8.2+6= "395r 10) 
. 4.57 -9.3 = . 7.8 + 0.003 = . 43-100 = 
. (-234) - (-4.02) = 22(20:09):::(20:003).— . 7000 + 1000 = 


1.2.3.División 


Para repartir 1 de litro en tres partes iguales es claro que cada uno es de 1 de litro. 
Lo anterior se ж obtener mediante É división: as 3, lo cual equivale a buscar 


la tercera parte, es decir, multiplicar por i (el recíproco de 3) a 


3.3-3 у 
4 Х 


EJERCICIO 13 


Efectüe: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.2. Los nümeros racionales 


1.2.4. Suma y Resta 


2+ Е es una suma de fracciones con el mismo denominador (denominador со- 


mún), ilustrada en el gráfico: 
| EEES EENES [EE 


El resultado se obtiene sumando los numeradores y dejando el mismo denomina- 


dor: 
1 


ul A 
555 
Si las fracciones tienen denominador diferente, se busca un múltiplo común de los 


denominadores para utilizarlo como denominador común. 


EJEMPLO 


м 


2 
3 
1 
5 

Э 
6 


— 
БЫ 


Со 
. . . 
=== AS AAA RS 


CM 


E 
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EJERCICIO 14 


B. Empleando la tecla ab. de la calculadora efectúe: 


C. Resuelva la situación planteada al comienzo de esta sección (1.2). 


D. Formule una pregunta relacionada con cada enunciado de modo que lo con- 
vierta en un problema aritmético y luego resuélvalo: 


1. 


Una persona pesa 72 kilos. En la Luna los objetos pesan un sexto de lo que 
pesan en la Tierra. ¿...? 


. Un pintor mezcla pintura roja y amarilla en proporción de 4 a 7 para obte- 


ner el color que quiere. Tiene 21 litros de pintura amarilla. ¿...? 


. Se coloca una cerca alrededor de un jardín rectangular. El jardín mide 10 


metros 35 centímetros de largo y 6 metros 40 centímetros de ancho. ;...? 


. La mejor marca en una escuela para cierta carrera es de 4 minutos "sd. 


segundos. Un competidor corrió la prueba en 4 minutos 2 segundos. 


Becok 


. Un pie equivale a 30.52 cm. A una tabla de 12 pies de largo se le hacen dos 


cortes en los extremos, uno de 50 cm y el otro de 72 cm. ;...? 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.3. Los nümeros reales 


1.3. Los números reales 


En un cuadrado de lado 1cm, ¿cuál es la longitud de su diagonal d? 


1 cm 


1cm 


La diagonal d se encuentra utilizando el teorema de Pitágoras: 
02 =12+12= 2 
d-/2 


42 es un ejemplo de un nümero irracional. La expresión decimal de 42 es 
1.414213562...,la cual es infinita y no periódica. 

En el cálculo del perímetro C de una circunferencia de radio r, se emplea la fórmula: 
C= 2тг, donde el número тт, cuya expresión decimal, 3.141592653..., es también 
infinita y no periódica. тт es un nümero irracional. 


Números como «2 y тг son ejemplos de números irracionales (1) 


Hemos encontrado nümeros con representación decimal finita o infinita pe- 
riódica (racionales) y nümeros con representación decimal infinita o no pe- 
riódica (irracionales); con todos ellos formamos un nuevo conjunto: el de los 
nümeros reales. 


El conjunto 
de los números reales 
es la unión del conjunto | а 
de los números ‚43 _ 


racionales 
con el conjunto de los 
nümeros irracionales: 
R=QUI 


1.3.1, 
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Propiedades de las operaciones en los números reales 


Las siguientes propiedades serán de uso frecuente a lo largo del curso. 
Para a, b y c números reales cualesquiera, se verifica: 


Conmutativa de la suma 
a+b=b+a 


Conmutativa del producto 
a:b=b:a 


El orden en que se efectúa la suma o la 
multiplicación de dos números reales 
no cambia el resultado. 


Asociativa de la suma 
(a+b)+c=a+(b+c) 
Asociativa de la multiplicación 


(a-b)-c=a:(b-c) 


En la suma o en la multiplicación de 
tres números reales, el resultado de los 
dos primeros, operado con el tercero, 
equivale a operar el primero con el 
resultado de los dos últimos. 


(7 + 4) + 8 = (7) + (4 + 8) 
-3+8=-7 + 12 
5-5 
(Е3)6):2=0(3) (6:2) 
-18:2--3:12 
-36--36 


Distributiva 
de la multiplicación 
respecto a la suma 


a: (b+c) = (a: b) + (a:c) 


El producto de un nümero real por la 
suma de dos nümeros equivale 
ala suma de los productos del primero 
por cada uno de los sumandos. 


5.(4+3) = (5:4) + (5:3) 
5 = 20815 
35 = 35 


Invertiva de la suma 

—Ü y de la multiplicación 

44 : 

шаа mm 
0=0 


0 es el módulo de la adición 


1 es el módulo 
de la multiplicación 


La suma de un nümero real a 
con su opuesto (-a) 
da como resultado cero. 
(-а) es el inverso aditivo de a. 


La multiplicación del número real a+ 0 
л 1 
con su recíproco —- 
da como resultado 1. 


1 es el inverso multiplicativo de a. 
a 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.3. Los nümeros reales 


EJERCICIO 15 
Coloque (V) o (F) en la casilla si la proposición es verdadera o falsa. 
Justifique la respuesta. 


. 4+(—9)=(—9)+4 


b de (RS) — (786) 
Escriba una expresión equivalente que no emplee paréntesis. 
1. 2+(8+3) M 5. 5(a ++ c) 
2059 4) 6. 44х + y) 
3. (—7+3)9= 7. 1.2(7 + (-3.5)) = 
Escriba en la casilla = o +, según corresponda. 
1.2+(8+3) (10-8)-3 5. 6+(8—9) [| |(8—9)+6 
2. (13-5)-71113-15-7) 6. 2227: 122721 | 
з. (3+7) +4 | 13417444) 7 9+(7-5) 19+ (5 – 7) 
4 


Geol: 15 ЕВЕ 1 (7 а) 


D. Una familia compuesta рог 6 personas sale de vacaciones. El costo del pasaje de 


ida y vuelta de cada uno es de $35 500. El hospedaje individual, por noche, tiene un | 45 
valor de $22 550. En alimentación, bebidas y diversión cada uno gasta e 
$42 000 diarios. Si la familia tiene planeado salir 5 noches y 6 días, ¿cuánto dinero 

gastarán en las vacaciones? 


. Elabore un diagrama de Venn que muestre la relación de contenencia entre los 
conjuntos: В, Q, I, Z, 2, 2, (0). 


E 


t] 
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1.3.2. ;En qué orden se realizan las operaciones? 


Efectúe: 3 + 5 x 4+ 22 – 18 + 2; ahora hágalo utilizando la calculadora. ¿Obtuvo el 
mismo resultado? 


Resultados diferentes se obtienen cuando se realizan las operaciones en distinto 
orden, de modo que para evitar ambigüedades se ha establecido el siguiente or- 
den: 

1. Seefectúan las operaciones indicadas dentro de los paréntesis. 

2. Secalculan todas las potencias. 

3. Se hacen las multiplicaciones y divisiones en el orden que aparezcan, de iz- 

quierda a derecha. 
4. Se realizan las sumas y restas que queden indicadas, de izquierda a derecha. 


EJERCICIO 16 


Realice las operaciones indicadas (primero sin calculadora y luego verifique con 
ésta): 


1. 20-47-9-3 (-3) (6— 11) + 7(15 = (- 3)) 


4. 
2. 25+ (5) +4:3 5. 2(6+4)-8-3=6 
б. 


3. 24+6-52+3х7 Сэ Т2) ЕЗ EE 


1.3.3. Comparando nümeros reales 


"Tres es menor que cinco" se representa como: 3 « 5. Al ubicar los dos nümeros en la 
recta, 3 está a la izquierda de 5. 


-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


-2 < 9, en la recta —2 está a la izquierda de 9. 
—2 < 9 se escribe en la forma equivalente 9 > –2. Se lee: “nueve es mayor que me- 
nos dos"; 9 está a la derecha de -2. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.3. Los nümeros reales 


Cuando dos fracciones tienen el mismo denominador, se puede determinar fácil- 


mente cuál es la menor, por ejemplo entre 1 y + observamos en el gráfico: 


-1 o dE 3 1 2 
4 4 
1 saii 3 WA 3. 
que т se encuentra a la izquierda de 4: Por tanto: - es menor que 7; 
1 3 
4 24 


A esta conclusión se hubiese podido llegar comparando simplemente los nume- 
radores de las fracciones. 


гу es mayor o menor que 27 Estas fracciones tienen diferente denominador; 
cuando esto ocurre se amplifican a un comün denominador y se comparan los 
numeradores. 


Así, un comün denominador para i y 7 es 6, entonces: 


Да -4 fU 
2 673 6 AM 
3.4 1—2 5i 
Como 7 < z, se tiene que — < = йо G 
6 6 2 3 Пе оС 
b `d 
1 se encuentra a la izquierda de 2 en la recta: entonces 
2 3 
a.d«b:c 
1 2 
0 1024 
2 3 l 


EJ 


авт 
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También se pueden comparar por medio de las representaciones decimales co- 
rrespondientes: 


10,5; 2. = 0.666... 


2 
Como 0.5 < 0.666..., se tiene que — < z, 


1 
2 
b 


= ¿Qué significa la expresión a < b? 


п o5 19 5. 
2 -111-7 
з. -13 [| ]-13 


4. 


e оны nj ojn 


. Consiga un ejemplo de una fracción que colocada entre las fracciones dadas 
satisfaga las desigualdades: 


3 7 5 8 
о << 2 < 


_ 10 222) E 2237 
2. ш > 4. -E 5 


. ¿Hay una fracción "que siga” después de li 


. Encuentre fracciones equivalentes a cada una de las fracciones dadas, que 


tengan el mismo denominador. 


; LÍ SS A ES - : 
Ejemplo: 5, 6 Сото 55307630) dos fracciones equivalentes 


: : .18 35 
que tienen el mismo denominador son: 30' 30 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.4. Ecuaciones 


E. Orde de menor a mayor: 


1 3 11 
— 72,- „УЧ 22: 
6 8 E 4 


1.4. Ecuaciones 


La temperatura de una pulpa de fruta congelada es de — 4C*. Su consumo se reco- 
mienda a 15 °С, ;cuántos grados debe incrementarse la temperatura para cumplir 
la recomendación? 
Si m indica los grados que debe subir la temperatura de la pulpa, la situación ante- 
rior se puede representar mediante la expresión: — 4 + m = 15. Este es un ejemplo 
de una ecuación; dicha ecuación es un modelo del problema. 
Para encontrar el valor de m (incógnita), se suma 4, el inverso aditivo de —4 en am- 
bos lados de la ecuación: 

-4+4+m=15+4 

O+m=15+4 
m=19 


Luego, la temperatura de la pulpa debe subir 19 °С para cumplir con la recomen- 
dación. 
En la ecuación — 4 + m = 15, el número 19 es la solución de la ecuación. 


Si un número real a 
está a la izquierda 
de un número b, 


en la recta numérica, 
entonces 
ач 


а 
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EJERCICIO 18 


A. Resuelva las siguientes ecuaciones: 
5+a=-11 


3 

I 
EX 
e" 


juw 
= 


со|— MI 


4=m+10 


a M 


—6.5—c-23.2 


z—(-11)216 


| 
au 


Alu 


—15.2—Ь = 24.71 
52= п + (— 43) 


x+8.71=0 
8. -17.25=y-12.536 


B. Formule una pregunta relacionada con cada enunciado de modo que lo con- 


vierta en un problema algebraico; plantee la ecuación respectiva y resuélvalo: 
1. Antonio tiene 52 cintas de video; su hermana le regala otras para com- 
pletar 84 ¿...? 


La distancia de Bogotá a Santa Marta pasando por Bucaramanga es de 
959 km. La distancia de Bogotá a Bucaramanga es de 394 km. ¿...? 

El costo de los servicios médicos se incrementó 145.5 puntos, en un cier- 
to periodo de tiempo, alcanzando los 326.9 puntos. ¿...? 


E 
Las ecuaciones anteriores se puedan llevar a la forma x + c = b (ecuaciones aditivas). 


Ahora se van a estudiar ecuaciones de la forma ax = b (ecuaciones multiplicativas). 
Considere la siguiente situación: 


Anita pagó el mismo precio por cada una de las 8 boletas que compró para entrar 
a cine. Si ella pagó un total de $52 000, ;cuál es el precio de cada boleta? 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.4. Ecuaciones 


Si y designa el precio de cada boleta, el problema anterior se puede modelar 
mediante la ecuación: 8y = 52 000. 


T 1 : ОТ 
Para encontrar el valor de y se multiplica uw por el inverso multiplicativo de 
8, en ambos lados de la ecuación: 


loy -l 
g 8У = 552000 


Así, el valor de cada boleta es de $6500. 
EJERCICIO 19 
A. Resuelva las siguientes ecuaciones: 
4a= —16 . 8.43x=0 


—7т = 28 . —42.602 =12.53y 
==) 


—11z-16 
—15.2Ь = 53.2 


52= —48n 


B. Formule una pregunta relacionada con cada enunciado de modo que lo 


convierta en un problema algebraico, plantee la ecuación respectiva y re- 
suélvalo: 


1. Porla compra de varias camisas se pagó la suma de $1 620 000, costan- 
do cada una $45 000. ¿...? 


ES 
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. Unartículo está en venta a una tercera parte de su valor comercial. El precio 
ahora es de $42 350. ¿...? 


. La población de Cartagena es de 852 000 habitantes; ésta es aproximada- 


mente - de la población de la ciudad de Bogotá ;...? 


4. Una fábrica de gaseosas anuncia un nuevo producto que contiene 160 calo- 


rías, equivalentes a los 2 de calorías de Іа gaseosa tradicional. ;...? 


. Un empleado trabajó 8 horas diarias, de lunes a viernes, durante 6 semanas. 


Al finalizar le liquidaron por las horas trabajadas un total de $ 2 280 120. ¿...? 


. A la primera clase de cierta asignatura asistieron 18 personas, las cuales 


constituyen los 2 de los alumnos inscritos. ;. . . ? 


7. Se han colocado 36 cubos de madera de las mismas dimensiones uno enci- 


ma del otro, formando una pila de 66 A pulgadas de altura. ;...? 


C. ¿En qué casos al buscar los 3 de un nümero el resultado que se obtiene es 


mayor que el mismo nümero? 


1.5. Porcentajes 


Las fracciones de mayor uso en la vida diaria son aquellas que indican centésimas 
partes de algo. Por ejemplo, la expresión: "el cincuenta por ciento de ocho mil”, 
escrita con el símbolo 96, como: “50% de 8000”, quiere decir: 


U x 8000, lo cual equivale a: — 


100 


D x 8000, equivale también a: 0.5 x 8000 — 4000 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.5. Porcentajes 


EJEMPLOS 


Para calcular el 1296 de 3600, efectuamos la multiplicación: 


412 x 3600 = 0.12 x 3600 = 432 


100 


El 5096 de х 


equivale a 


EJERCICIO 20 
la mitad de x 


50 1 
A. Calcule: Тоо 


1. El 16% de 850 2. El 55% de 2340 3. El 22.5% de 1430 
Así como el 50% equivale a "la mitad", exprese en forma análoga los siguien- 
tes porcentajes con fracciones reducidas a su mínima expresión: 


1. 25% 2. 125% 3. 40% 4. 75% 5. 100% б. 200% 


Amplifique apropiadamente las siguientes fracciones para expresarlas en 
forma de porcentajes: 


2 7 B 
1. Era 2. A 3: 108 


Escriba en forma decimal cada porcentaje: 


1. 25% 3. 3.4596 
2. 33% 4. 25096 


сл 


Escriba cada decimal como un porcentaje: 


1. 0.16 Eh la 
2. 0.085 4. 07 


mm 1 
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Algunas veces se conoce el resultado de calcular el porcentaje a alguna cantidad 
pero se pregunta por el porcentaje o por el número al cual fue aplicado cierto 
porcentaje. Dicha pregunta se puede contestar colocando la incógnita donde co- 
rresponda en el esquema siguiente y resolviendo la ecuación: 


Cantidad a la cual se aplica E Resultado 


EJEMPLOS 


1. ¿Qué porcentaje de 24 es18? 


Siguiendo el esquema: porcentaje X cantidad = resultado, y colocando 


la incógnita y, en lo correspondiente a porcentaje, tenemos: 
y:24=18 


Eton 
у= 92 7075 


у= 75 % 
Аѕї,18 es el 75% de 24 


2. jDe qué nümero es 20 el 40%? 

Usando el esquema se tiene: 4096 de y es 20 
N 0.40y = 20 
20 


Vat Er 


Por lo tanto, 20 es el 4096 de 50 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.6. Potenciación y radicación 


EJERCICIO 21 


¿Qué porcentaje es 18 de 72? 
¿Qué porcentaje es 15 de 12? 
{Ое qué nümero es 14 el 2096? 
{Ое qué nümero es 4 el 8096? 


En el ejercicio #1 se observa que las operaciones a realizar son: 


Cantidad a comparar 
Total 
Utilice dicho esquema en el siguiente problema: 


» Nümero decimal — Porcentaje 


En un experimento se encontró que 5 litros de aire contienen 1.07 
litros de oxígeno y 3.92 litros de nitrógeno. Exprese los resultados 
en forma de porcentaje. 

D. Exprese usando porcentajes: 


1. 02p 2. 0.165с Sb 25 4. 0.89m 5. 0.035x 


1.6. Potenciación y radicación 


1.6.1. Potenciación 


Vimos antes que un producto repetido como 2 x 2 x 2 se escribe en forma de po- 
tencia: 23. 
En 2? = 8, la base es 2 y el exponente es 3. Para exponentes enteros mayores que 1 
es válido asociar a b^ con el producto repetido: b - b - b...... b 

~n factores 
Se trata ahora de examinar qué significado dar a b^ cuando el exponente n es un 
entero menor o igual a 1. 
¿Qué significado dar, por ejemplo, a los símbolos 2*, 29, 271, 2?? 


256) 
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Observe la siguiente tabla: 


¿Encuentra en la tabla anterior alguna regularidad? 


*. Complete valores apropiados para 2), 2%, 21 y 2? de modo 
que se conserve la regularidad encontrada. 


b'z1 


siempre que 
520 


*. Consideraciones como las anteriores son aplicables a cualquier 
base distinta de cero. ;Por qué no son válidas para la base cero? 


Exponente 1: b'=b 
Exponente 0: b? = 1 siempre que bx 0 
Exponente entero negativo: Б" = 1 siempre que bx0 


b" 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.6. Potenciación y radicación 


Propiedades de la potenciación 


Los ejemplos que se dan a continuación ilustran propiedades de las potencias. 
Escriba la propiedad correspondiente en forma general: 


Ejemplo Propiedad 


2?-2°=(2-2-2)(2-2)=2-2:-2-2-2=2° Op = hon 


25 
2 


*. Describa verbalmente las propiedades indicadas еп Іа tabla anterior. 
а ¿Es (4 + 3) = 4^ + 32? 


Observe el proceso seguido en el siguiente ejemplo: 


a-r 
= Simplifique a un paso el proceso anterior para la forma general ($) 


1 
pr= E 
yr 


siempre que 
520 


EA 


EJ 
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EJERCICIO 22 


Simplifique utilizando las propiedades de los exponentes; dé el resul- 
tado con exponentes positivos. 


1. 512. 58. 524 5. (ав) db? 


6. 20801201 


4. СО, 


Coloque = о = en cada casilla segün corresponda. 

1. (3-2 [] 5з c @х5 M o 
112. 2208-05-20 

¿Cuál de los siguientes pares de números está más cerca, en la recta 


real, uno del otro? 
105y 107 б 100*y100* 


= ¿Qué pares de números enteros positivos menores que 10 satisfacen la ecua- 
ción x? = ух? 


1.6.2. Radicación 


¿Qué número elevado al cuadrado da como resultado 16? La pregunta anterior se 
puede contestar con dos números: 4 y -4. Se dice que la raíz cuadrada positiva de 
16 es 4 y se escribe: У16 =/16 =4 y también que Іа raíz cuadrada negativa de 
16 es -4 y se escribe - / 16 =-4 . 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.6. Potenciación y radicación 


¿Qué número elevado al cubo da como resultado 8? En este caso sólo hay un nú- 
mero real: el 2. Por tanto, la raíz cúbica de 8 es 2 y se escribe 8 = 2. 


Así como en las potencias, en las raíces se tienen asociados unos términos; por 
ejemplo, en 48 , el índice de la raíz es el 3, el radicando es el 8, la raíz es 2 y el signo 
У se llama radical. 


Observemos que: 4/—8 = —2 porque (—2)? = —8, pero /—4 no está definido en 
los números reales pues no hay un número real cuyo cuadrado sea —4. 


En forma similar a las raíces cuadradas y cúbicas, se pueden considerar raíces cuar- 
tas, quintas, etc. En general, 


Propiedades análogas a las presentadas en la tabla de las propiedades de las po- 
tencias se tienen para las raíces. Complete la siguiente tabla: 


Ejemplo Propiedad 


416-9 = 46 · Jo Ya-b = Ya Yb 


Se ha presentado ya el significado que tiene la potencia b^ si a es un número en- 
tero; ahora se va a extender este a exponentes racionales. ¿Qué significado dar, por 


EN 


26) 
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ejemplo, a 1 67 ? Sila propiedad del producto de potencias de la misma base se hace 
1 1 » 
extensiva a potencias como ésta, entonces para el producto: 167-167 ‚ве tendrá: 


162-162 = 162*2 = 16' = 16. 


Esto indica que 167 es la raíz cuadrada positiva de 16; por eso se identifica 167 


con 4 16. 


Se definen, en general, las potencias racionales, así: 


Algunas operaciones que involucran fracciones con raíces en el denominador se 
facilitan escribiendo fracciones equivalentes que no tienen raíces en el denomina- 
dor. A este proceso se le llama racionalizar el denominador. 


EJEMPLOS 
Racionalizar el denominador de: 
С. roc 
уа + 4 
1. АГ multiplicar el numerador y el denominador рог 4/2 se tiene: 


Ш2 20220007 
огт 


. Я 4 T : 
2. Para racionalizar сн multiplicamos el numerador y el denominador por 


ee a уз д5 Ados 
E E 5 


3. Multiplicamos el numerador y el denominador por Ya + 4 y obtenemos: 


=] vat4 |. wNacA4 
Ма+4 -4а44 а-4 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.7. Notación científica 
EJERCICIO 23 
A. Simplifique cada expresión: 


D 7 


6. «49 i64 


12. AM16c*d* 
B. Simplifique y escriba el resultado con el signo radical. 
i 2 i aN 
Toms 3 -3у-4./у. 5 (2хзуз) 
2 


82 


2 


о a 
2. piens 


CN 


1.7. Notación científica 


La distancia a la estrella más cercana es de unos 40 400 000 000 000 000 metros. 
Números muy grandes como el anterior cuya escritura es bastante larga (o nú- 


26. 
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meros muy pequeños) pueden ser representados de manera abreviada usando 
notación científica; esta consiste en expresar la cantidad dada como un producto 
en donde el primer factor es un número mayor o igual a 1 y menor que 10, y el otro 
factor es una potencia de 10. Para esto se busca la primera cifra distinta de cero que 
se encuentre de izquierda a derecha y se escribe a continuación el punto decimal; 
el exponente de 10 se coloca apropiadamente para que el producto sea igual al 
número inicial. Así, la distancia a la estrella más cercana, escrita en notación cien- 
tífica, es: 4.04 x 1075, 


EJEMPLOS 
A. Notación estándar: Notación científica: 
1. 73500000 000 000 7:35 5019/5 
2. 0.00412 4.12 10? 


B. Notación científica: Notación estándar: 
1. 1.354 x 107 13 540 000 
2. 7:08 x 107 0.000 708 


EJERCICIO 24 


A. Escriba en notación científica la cantidad indicada: 
1. La distancia, en km, que la luz recorre en un año. 
2. El diámetro de un electrón: 0.0000000000004 cm 
3. La masa de la Tierra: 5 970 000 000 000 000 000 000 000 kg 


4. La masa de un molécula de oxígeno es 
0.000000000000000000000053 g. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.7. Notación científica 


B. Escriba en notación estándar: 
1. 1.53 x 108 3. 3.0025 x10" 


2. 2.048 x10? 4. 9.8 x10? 


C. Efectüe las operaciones y exprese el resultado en notación científica: 


1. (3 х10'°)(5 561075) 3. (8x107(6x10?) 
(3 х 1079) 


22 (756х102516:0355102) 4. 0.0000012 х 30000 
0.000000127 х 3500000 0.000002 х 0.00018 


D. La velocidad de la luz es de aproximadamente 186 000 millas por se- 


gundo. ; Cuánto tiempo le toma a un rayo de luz solar llegar a la Tie- 
rra? (la distancia de la Tierra al Sol es de unos 93 millones de millas). 


. Un cuarto aislado de hospital que mide 6 m de ancho, 8 m de largo y 
2.5 de alto se llena de oxígeno. Un metro cúbico contiene 6.02 х 10% 


moléculas. ¿Cuántas moléculas de oxígeno hay en el cuarto? (63 


. Si un país tiene como presupuesto anual 4.2 х 107 pesos y cada ага 
gasta 1.2 X 10" pesos, ¿alcanza dicho presupuesto para el año (365 


días)? ¿Cuánto dinero falta o sobra? 


„ДЖИ тТ-| 
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1.8. EJERCICIOS FINALES DE LA UNIDAD 1 


1. Redondee el nümero 6537 a la cifra indicada: 
- ala decena más cercana 
- a la centena más cercana 


2. A partir de la información contenida en el siguiente diálogo entre dos 
amigos, determine las edades de los hijos de uno de ellos: 
- ¿Cuántos hijos tienes y de qué edad? 
- Tengo tres hijos. El producto de sus edades es 36 y su suma es el número 
de esa casa... 


- Me falta información. 
- ¡Ah!, es verdad: la mayor se llama Alicia. 


. Indique las posibles coordenadas de los vértices de un rectángulo cuyo 
perímetro sea 20 unidades. 


4. Desarrolle las sumas o restas: 
a) (-12) + (C4) e) 23 - (-23) 
b) (-23) + 50 = f) 18-23-40-16-4 
c) 15-28 = 9) (14 - 19) - (21 - 30) 
d) (-7) - (-12) 


64) 5. Efectúe las multiplicaciones o divisiones: 
a) (-9)(16) 
b) (MESES) 
с) (-64) + 8 
d) -303 
=3 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.8. Ejercicios finales de la Unidad 1 


. Desarrolle cada potencia: 
a) (3) = с) (-4) e) (-1) 9 
Ы) -42 = 4) -53 E f) 2009? 


. Realice las operaciones indicadas. 

а) 7—18 = =3 +4-2=39 

b)3s(8— 11)+12=4=14 +8) — 3-(—4) 
£354 (-3) ^ (-7).(—2) — 28 557 
d-—645:o—4-—12-—(3«(—2) 47:3 


. Simplifique al máximo cada fracción: 


20 

48 

63. 

84 

. Escoja cuatro nümeros del conjunto (12, 7, 18, 6, 5, 4) para formar dos 
fracciones que resulten ser equivalentes. 


a) 


b) 


10. ¿Qué fracción de la figura está sombreada? 


P 
Y» “Y са 


11. ¿Qué número está indicado por el punto? Dé la respuesta como un 
nümero mixto y como una fracción. 


# 
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3 X 4 
12. UM ? 
Si 7 50427 ¿cuál es el valor de х 


Innes 22. 44 66 ; j 
13. Las fracciones: 27' 36' 54 207 equivalentes. Halle otras dos fracciones 


equivalentes a las anteriores. 


. Coloque €, >> о = entre las dos fracciones de modo que resulte una afir- 


mación verdadera: 


LI 
[] 


ЕЭ 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.8. Ejercicios finales de la Unidad 1 


17. El arroz que hay en una despensa está en 3 tarros azules y 5 rojos. 


Cada tarro rojo contiene 25 libras y cada tarro azul 1 2 libras. 


¿Cuántas libras de arroz hay en la despensa? 


7 31 28 14 
5' 20' 20' 14 


. Delas siguientes fracciones: 


1, 
que 1 >: 


, ¿cuál es más grande 


2 2. 3. ¿cuál es la más cercana 


. Delas siguientes fracciones: —, : ; 
9 3 6'5 


a 5 
2 
. Coloque еп cada casilla alguno de los nümeros 1, 2, 3, 4, exactamente 


Una vez: 


de manera que la suma de fracciones así formada sea la más pequeña 


posible. 


. Como el anterior, pero formando la diferencia más pequeña posible: 


Са 


. Calcule: 
a) 19.5 + 12.64 = i) (—3.5) + (9.8) 
b) 7.6 — 438 = D (=25) 8 = 
c) 2.56 — 3.2 = k) 0.13 · 1000 = 
а) (5.5) (— 3.8) = 1) 450 =+ 100 = 


Nes М 
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23. Cálculo mental. 
Dé el resultado de las siguientes operaciones sin utilizar calculadora: 


a) (0.1234) (1000) d) (0.1)? 


b) 87.65 = 100 e) 0.7 х 0.03 


©) 0.0234 


ү f) 0.1х0.2 x 03 


. Unos = del peso de una persona son debidos al agua que hay en el cuerpo. 


¿Cuántos kg de agua contiene el cuerpo de una persona que pesa 63 kg? 


. Escriba cada fracción o decimal en forma de porcentaje: 


3 20 
a) — с) — e) 0.32 15 
) 7 127 ) 9) 


7 -р d) 1 f) 0.036 h) 0.004 
. De ип grupo de 20 personas, 14 son mujeres. ¿Qué porcentaje del grupo son 


hombres? 


. Delos nümeros enteros desde el 1 hasta el 30, determine: 
a) ¿que porcentaje de estos números tiene 2 dígitos? 

— b) ¿qué porcentaje son múltiplos de 9? 

e c) ¿qué porcentaje son primos? 


d) ¿qué porcentaje son divisores de 36? 


. Complete el espacio en blanco: 
a) 96 de 65 es 45.5 b) 96 de 9 es 4.5 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 1.8. Ejercicios finales de la Unidad 1 


0) 96 de 250 es 500 e) 25% de es 3 


d) 5096de es 23 f) 15096 de es 9 


. Considere fracciones con denominador 11. Utilice la calculadora para expre- 
1 2 3 4 5 
11° 11° 11° 11°11 


sar en forma decimal las fracciones . Indique qué 


regularidad observa. 


Utilice lo anterior para expresar dE y patos en forma decimal sin usar la calcu- 


ИИ 
ladora. Luego compruebe. 


. Resuelva cada ecuación: 


a) x:12— 48 
b) 56- m = 100 
c) -6р- 28 


. Las temperaturas en grados Kelvin (К) están relacionadas con las temperaturas 
en grados Celsius (C) por medio de la fórmula: К = C + 273. La temperatura 
máxima en la superficie de Marte es de 290 grados Kelvin. Exprese esta tem- 
peratura en grados Celsius. 


сл 


. Represente cada expresión en la forma 36, (ces un número entero): 


с) (3%)? 


5) 35-38 а) 3395 


_70) 
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33. Simplifique: 


М2х · 48x 


а) 


2 
2 


а) 36 


. Escriba cada nümero en notación científica: 


a) 
b) 
c) 
d) 


e) 


60 000 

7 250 000 

ciento cuarenta y cinco billones 
0.0000345 


veinticinco mil millones 


. Escriba cada nümero en notación estándar: 


a) 
b) 
c) 
d) 


e) 


25224103 


4.07 х 10% 


4.5 х 10° 


26 xX T0855 


8x10 


Expresiones 
algebraicas 


BREVE 


HERÓN de Alejandría 

(10—70 d.C. aprox.) 

Fue un ingeniero griego y matemático 
helenístico, que destacó en Alejandría (en 
la provincia romana de Egipto). Ejerció de 
ingeniero activamente en su ciudad natal, 
Alejandría. Es considerado uno de los 
científicos e inventores más grandes de la 
antigüedad y su trabajo es representativo 
de la tradición científica helenista. 

Como matemático, escribió la obra La Métri- 
са, donde estudia las áreas y volümenes de 
distintas superficies y cuerpos. Desarrolló 
también técnicas de cálculo, tomadas de 
los babilonios y egipcios, como el cálculo de 
raíces cuadradas mediante iteraciones. 


La historia del álgebra comenzó 
en los antiguos Egipto y Babilo- 
nia (desde comienzos del segun- 
do milenio antes de Cristo); en 
esa época ya se resolvían ecua- 
ciones lineales (ax = b), cuadrá- 
ticas (ax? + bx = c), y ecuacio- 
nes de la forma x? + y? = 2?, Los 
babilonios resolvían cualquier 
ecuación cuadrática empleando 
esencialmente los mismos mé- 
todos que hoy se enseñan. 


Los matemáticos alejandrinos 
Herón y Diofanto continua- 
ron con la tradición de Egipto 
y Babilonia. Los conocimientos 
sobre resolución de ecuacio- 
nes encontraron acogida en el 
mundo islámico, en donde se 
les llamó “ciencia de reducción 
y equilibrio” (la palabra árabe al- 
jabru, que significa “reducción”, 
es el origen de la palabra álge- 
bra). En el siglo IX el matemáti- 
co Al-Khowarizmi escribió uno 
de los primeros libros árabes de 


HISTORIA DEL ÁLGEBRA 


AS me: 
DIOPHANTI 
ALEXANDRINI 
Libü ex, 
MEL мин 


тэн 
feu Mulnangulis. 


parecen зт i хий 
метте маа 


Pan Rvysvyvm Кисен, 


ша 
“aran 


DIOFANTO de Alejandría 

(nacido alrededor del 200/214 - 
fallecido alrededor de 284/298) 
Antiguo matemático griego considerado 
"el padre del álgebra". El matemático 
alejandrino debe su renombre a su obra 
Arithmetica. Este libro, que constaba de 
trece libros de los que sólo se han hallado 
seis, fue publicado por Guilielmus Xylander 
en 1575 a partir de unos manuscritos de 

la Universidad de Wittenberg, añadiendo 
el editor un manuscrito sobre números 
poligonales, fragmento de otro tratado del 
mismo autor. 


m 


AL-KHOWARIZMI 
(780 - c.850) 

22 Matemático y astrónomo 
miembro de la "Casa de la sabiduría”, fundada en 
Bagdad (809-833), en la que trabajaron sabios judíos y 
cristianos procedentes de Siria, Irán y Mesopotamia. 
Escribió varios libros de astronomía, uno de álgebra y 
otro de aritmética (traducidos al latín en el siglo ХІ), 
en los que hace una exposición exhaustiva del sistema 


de numeración hindü. Este sistema se empezó a cono- 
cer como "el de Al-Juarizmi" y por deformación еп la 


traducción llegó hasta "algoritmo". 


7 2 


эж 


— P 


у Отаг КНАҮҮАМ 


= (Nishapur, actual Irán, 1048-id., 
P» ES 1131) 
^W 5 6 Poeta, matemático y astrónomo 
| persa. En Samarcanda completó un 
importante tratado de álgebra. Bajo 

los auspicios del sultán de Seljuq, Malik-Shah, 

realizó observaciones astronómicas para la reforma del 
calendario, además de dirigir la construcción del obser- 
vatorio de la ciudad de Isfahán. De nuevo en Nishapur, 
tras peregrinar a La Meca, se dedicó a la enseñanza y a 
la astrología. La fama de Khayyam en Occidente se debe 
fundamentalmente a una colección de cuartetos cuya 
autoría se le atribuye y que fueron versionados en 1859 
por el poeta británico Edward Fitzgerald. 
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álgebra, una presentación 
sistemática de la teoría fun- 
damental de ecuaciones, con 
ejemplos y demostraciones 
incluidas. 


En las civilizaciones antiguas 
se escribían las expresiones al- 
gebraicas utilizando abrevia- 
turas solo ocasionalmente; sin 
embargo, en la Edad Media 
los matemáticos árabes des- 
cribían cualquier potencia de 
la incógnita x, y desarrollaron 
el álgebra fundamental de los 
polinomios, aunque sin usar 
los símbolos modernos. Esta 
álgebra incluía multiplicar, di- 
vidir y extraer raíces cuadra- 
das de polinomios, así como el 
conocimiento del teorema del 
binomio. El matemático persa 
Omar Khayyam mostró cómo 
expresar las raíces de ecuacio- 
nes cúbicas utilizando los seg- 
mentos obtenidos por la inter- 
sección de secciones cónicas, 
aunque no pudo encontrar 
una fórmula para las raíces. 


En el siglo XVI los italianos 
Scipione del Ferro, Tartaglia 


Scipione DEL FERRO 

(1465 - 1526, Bologna hoy Italia) 
Aunque no es un matemático muy 
conocido, su papel en la historia de la 
Matemática tiene que ver con la reso- 
lución de la ecuación de tercer grado. 
Sería Scipione del Ferro, el primero en 
estudiar con un método ortodoxo, la 
obtención de las raíces o soluciones de 
las ecuaciones cübicas. 

Desde la época de los babilonios, 

2500 a. C., cuando estos ya conocían la 
Solución de las ecuaciones de segundo 
grado, (para aplicarlo a sus construccio- 
nes) y hasta el s. XVI no hubo avances 
significativos con respecto a este tema. 
Scipione del Ferro se educó en la Univer- 
sidad de Bolonia donde fue profesor de 
Aritmética y Geometría . 

No han sobrevivido escritos de del Ferro, 
ello se debe a la resistencia que tenía a 
divulgar sus trabajos, prefería comuni- 
carlos а un reducido grupo de alumnos 
y amigos. 


Niccoló FONTANA TARTAGLIA 
(1500 - 13 de diciembre 1557) 
Matemático italiano apodado Tartaglia 


(el tartamudo) llegó a ser uno de los 
principales matemáticos del siglo XVI. 
Ensefió y explicó esta ciencia sucesi- 
vamente en Verona, Vicenza, Brescia y 
finalmente Venecia, donde falleció. Su 
aprendizaje fue esencialmente auto- 
didacta. Desarrolló la fórmula general 
para resolver las ecuaciones de tercer 
grado. Realizó los primeros estudios 
de aplicación de las matemáticas a la 
artillería en el cálculo de la trayectorias 
de los proyectiles, así como por la ex- 
presión matemática para el cálculo del 
volumen de un tetraedro cualquiera en 
función de las longitudes de sus lados, 
la llamada Fórmula de Tartaglia. 


y Gerolamo Cardano resol- 
vieron la ecuación cúbica 
general en función de las 
constantes que aparecen en 
la ecuación. Ludovico Ferra- 
ri encontró la solución para 
la ecuación de cuarto grado 
y, como consecuencia, cier- 
tos matemáticos de los si- 
glos posteriores intentaron 
encontrar la fórmula de las 
raíces de las ecuaciones de 
quinto grado y superior. Sin 
embargo, a principios del si- 
glo XIX el matemático norue- 
до Abel Niels y el francés Éva- 
riste Galois demostraron que 
no es posible la existencia de 
dicha fórmula. 


Un avance importante en el 
álgebra fue la introducción, 
en el siglo XVI, de símbolos 
para las incógnitas y para 
las operaciones y potencias 
algebraicas. Debido a este 
avance, el Libro Ill de la Geo- 
metría (1637), escrito por el 
francés René Descartes, se 
parece bastante a un texto 
moderno de álgebra. Sin em- 
bargo, la contribución más 


HIERONYMI CAR 


DANI, PRASTANTISSIMI MATHE 


MATICI, PHILOSOPHI, AC MEDICI, 


ARTIS MAGN. УЕ, 


SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS, 
Lib.unus. Qui & totius operis de Arithmetica, 
OPVS PERFECTVM 
inácripGi tin ordine Decimus, 


Abesin Бос libro, боб Lector, Algebrakcas (Төв, dela Cof 
G uocant) nouis adínuentionibus, ey be bard 
atas ut 


Artis magnae, sive de regulis algebraicis, más 
conocido como Ars Magna (en latín Gran Obra), es un 
importante libro de matemática escrito originalmen- 
te en latín por Gerolamo Cardano en 1545. 


René DESCARTES 

(La Haya, 1596 - Estocolmo, 1650) 

Filósofo y matemático francés. Su primera 

obra publicada (anónima) fue el «Discurso del 
método», preámbulo a los tres tratados sobre 
«Dióptrica», «Meteoros» y «Geometría» (1637), 
conjunto que tituló «Ensayos filosóficos». Son 
incuestionables los aportes de Descartes en lo 
científico (simplificó las notaciones algebraicas, 
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creó la geometría analítica y fundamentó el 
determinismo físico y biológico). 


I6) 


Abel NIELS 

(1802-1829) 

Matemático noruego nacido en Finnoy y 
fallecido en Froland. Nació en el seno de una 


familia muy numerosa, hijo de un pastor 
protestante. A los dieciséis años su maestro 
le aconsejó leer los grandes libros de los ma- 
temáticos más eminentes, incluidas las obras 
de Gauss. Abordó el problema de la solución 
de la ecuación de quinto grado (recordemos 
que las de tercer y cuarto grado ya habían 
Sido resueltas en tiempos de Cardano). Culti- 
vó la rama del análisis matemático referente 
ala teoría de las funciones multiperiódicas o 
trigonometría superior. También estudió por 
primera vez ciertas entidades matemáticas 
que fueron llamadas más tarde "funciones 
abelianas" y cuya teoría se denomina actual- 
mente teoría de grupos. 


importante de Descartes a 
las matemáticas fue el des- 
cubrimiento de la Geometría 
Analítica, que reduce la reso- 
lución de problemas geomé- 
tricos a la resolución de pro- 
blemas algebraicos. 


Durante el siglo XVIII se con- 
tinuó trabajando en la teoría 
de ecuaciones y en 1799 el 
alemán Carl Friedrich Gauss 
publicó la demostración de 
que toda ecuación polinó- 
mica tiene al menos una raíz 
en el sistema de los números 
complejos. En los tiempos de 
Gauss, el álgebra había en- 
trado en su etapa moderna. 
El foco de atención se trasla- 
dó de las ecuaciones polinó- 
micas al estudio de la estruc- 
tura de sistemas matemáti- 
cos abstractos, dando origen 
al álgebra moderna o abs- 
tracta. El álgebra moderna 
ha seguido evolucionando, 
obteniéndose con ella resul- 
tados importantes y encon- 
trando aplicaciones en todas 
las ramas de las matemáticas 
y en muchas otras ciencias. 


Karl Friedrich GAUSS 

(Brunswick, actual Alemania, 1777 - 
Gotinga, id., 1855) 

Matemático, físico y astrónomo alemán. Desde 
muy temprana edad dio muestras de una prodi- 
giosa capacidad para las matemáticas. 


Realizó sus estudios secundarios y universitarios 
en la Universidad de Gotinga entre 1795 y 1798. 
Su tesis doctoral (1799) versó sobre el teorema 
fundamental del álgebra (que establece que toda 
ecuación algebraica de coeficientes complejos 
tiene soluciones igualmente complejas), que 
Gauss demostró. 

En 1801 Gauss publicó una obra destinada a influir 
de forma decisiva en la conformación de la mate- 
mática del resto del siglo, y particularmente en el 
ámbito de la teoría de números, las Disquisiciones 
aritméticas que marcaron el punto de partida de la 
moderna teoría de los números algebraicos. 
También mereció su atención el fenómeno del 
magnetismo, que culminó con la instalación del 
primer telégrafo eléctrico (1833). Íntimamente 
relacionados con sus investigaciones sobre dicha 
materia fueron los principios de la teoría matemá- 
tica del potencial, que publicó en 1840. 

Le mereció en vida el apelativo de «príncipe de los 
matemáticos». 


MATEMÁTICAS BÁSICAS Introducción 


Introducción 


En la unidad anterior la atención estaba centrada en afirmaciones que involucran 
nümeros particulares (nümeros reales); ahora el interés está en afirmaciones de 
carácter más general en las cuales aparecen letras, llamadas variables, que repre- 
sentan nümeros cualesquiera de ciertos conjuntos; ingresamos así en los terrenos 
propios del álgebra. Esta habilidad de hacer afirmaciones generales en lenguaje 
matemático es de gran valor en la ciencia pues permite formular relaciones conci- 
sas entre cantidades que varían. 

Veremos en esta unidad expresiones en las cuales se combinan nümeros rea- 
les, variables y operaciones (expresiones algebraicas); igualmente presentaremos 
algunos contextos donde se emplean dichas expresiones teniendo en cuenta que 
las reglas para realizar operaciones con las variables son las mismas utilizadas al 
operar con números reales, y por último, definiremos un tipo particular de expre- 
siones llamadas polinomios. 


Situación inicial 


Se dispone de dos tipos de baldosas para cubrir el piso de una habitación: unas 
azules y otras blancas. Cada baldosa azul cuesta $2 y cada blanca $3. 


Figura 2.1 


1. Para un diseho como el que se muestra en la figura 2.1 (aplicable a pisos cuadrados), 
¿cuál es el precio de todas las baldosas, si el número de baldosas en cada lado es: 


UN 


EJ 
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осо, 
етте 
as * 


Bom 


2. Si el diseño es como el de la figura 2.2, en el cual las baldosas blancas están so- 
lamente en el contorno, ¿cuál es el precio de las baldosas si el piso es de: 


a) 5 baldosas de largo por 4 de ancho 
b) 20 baldosas de largo por 16 de ancho 
C) n baldosas de largo por m de ancho? 


Figura 2.2 


2.1. Simplificación de expresiones algebraicas 


¿A cuántos minutos equivalen 3 horas y 20 minutos? La respuesta la obtenemos 
multiplicando 60 por 3 y luego sumando 20, esto es: 60 x 3 + 20 = 180 + 20 = 200 
minutos. Si en lugar de 3 horas pensamos en cualquier otro número entero no 
negativo de horas, el proceso a seguir se recoge en la expresión 60x + 20, llamada 
expresión algebraica, pues involucra el uso de una letra, la x, representando ésta 
a un número cualquiera del conjunto (0, 1, 2, 3, 4, 5,...}; lax en esta expresión 
desempeña el papel de variable. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.1. Simplificación de expresiones algebraicas 


Veamos otros ejemplos donde se usan expresiones algebraicas: 


Ф El perímetro P de un cuadrado de lado / se puede indicar 
con la expresión 4/. El lado de un cuadrado de área A está ] 
dado por yA. Con las variables / y 4 se representan núme- 
ros reales positivos cualesquiera. 


€ El perímetro P de un rectángulo de lados b y h es 2b+2h. El 
área del rectángulo es b - h. En este caso empleamos dos 
variables, la b y la Л, las cuales representan valores reales 
positivos cualesquiera. 


Ф La cinemática nos dice que la distancia d en metros, que | 
recorre un cuerpo que se deja caer libremente después de 
transcurridos / segundos, y antes de llegar al piso, se pue- Distancia (d) 


de hallar con la expresión 4,92; la variable / indica cual- а | 
quier nümero real positivo no mayor al tiempo de caída. 


€ Retomando la situación inicial de la sección 1.2, si cuando 
solo ingresa agua al recipiente el tiempo de llenado es x H 
horas, y cuando solo ingresa leche el tiempo es y horas, 
entonces cuando ingresan simultáneamente, el tiempo 7 
dellenadoes --1---427. horas. (7 
х y 


€ Volviendo a la parte 1 de la situación inicial de esta uni- 


dad, el precio de las n baldosas azules es 2n pesos y el de 
las (n? — n) baldosas blancas 3(n? — n) pesos; por tanto, el 


precio de todas las baldosas es 2n + 3(n? - п). (¿En qué 
conjunto de valores asumimos a n como variable?). 


Dos términos 
son semejantes 


si tienen 
la misma 
parte literal 


80) 
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Las expresiones algebraicas de los ejemplos anteriores pueden ser evaluadas en 
valores particulares de la(s) variable(s) haciendo las sustituciones correspondien- 
tes y realizando las operaciones indicadas. 


= Evalúe las expresiones algebraicas anteriores para: 


1-6,5, A=49; b=5; h=4; t=2; x=3; у= 4; п= 20. 


Es deseable simplificar los cálculos al hacer la evaluación de una expresión larga, 
como en 2n + 3(r? - n); para esto se busca una forma abreviada que sea equivalen- 
te. En este caso, aplicando la propiedad distributiva llegamos a 2n + 3n? — Зи. En 
esta expresión identificamos tres términos: 2n, 3r? y -3n. En cada término convie- 
ne distinguir la parte literal y el coeficiente: 


en el término 27, la parte literal es n y el coeficiente es 2 
en el término 3», la parte literal es n? y el coeficiente es 3 
en el término —37, la parte literal es n y el coeficiente es -3 
Observamos que hay dos términos con la misma parte literal: 27 y -3n (términos 


semejantes). Estos se pueden expresar en uno sólo utilizando las propiedades con- 
mutativa y distributiva: 


2n + Зи? -3n = Зи? + 2n -3n = Зи? + (- 3n = Зи? -n 
Esta ültima expresión contiene ahora sólo dos términos. 
*^ Evalúe la expresión 3r? -n para n = 20 y compare el resultado con el obtenido arriba. 
= ¿Cuál es el coeficiente del término —л? 


En el ejemplo anterior se ha mostrado el proceso que se sigue para simplificar ex- 
presiones algebraicas: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.1. Simplificación de expresiones algebraicas 


EJEMPLOS 


Simplificación de expresiones: 


1. Laexpresión —15a + 9a se simplifica: 
(—15 + 9)a = –ба 
—8ab + (—7ab) = —15ab 
зх+ y= 9х+ бу=зх— 9х+ 5у+бу= —бх+ 11у 
IX- DAI A IAS IS SS E 
AC P c — DE rl e О Хав 1 
1 1 


=r у= я (0) 29 O 1 
J Ty 0 2222 


74m — 9n 44п-3/т = 44m — 54n.- 


(2a — 8) + (—ба + 3); en este caso suprimimos primero los paréntesis sin 


cambiar los signos, pues están precedidos de signo positivo: 


(Ma ==) яг (=a че эу) = 2(01--08)-5(б( яр 3 = =Аа=5 


(2a — 8) — (—6a + 3); suprimimos primero los paréntesis cambiando los 
signos de los términos contenidos en el paréntesis que está precedido 


del signo menos: (8l. 
(Ma — 8) — (ба) ра (9 ae Gral — 8) — Ea = 1 
. (2a — 8) + 2(—5 + 4); de nuevo suprimimos los paréntesis; en esta oca- 
sión, aplicando la propiedad distributiva: 


(Оа — (83) + M5 =+ 4) к= 2a == 1023 ++ 3 = = 


082) 
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EJERCICIO 1 


A. Simplifique cada expresión algebraica: 


1. 3xy -5y + 9xy - 2y 6. : х?у?- l x*y?- A 


бабр За + 2b°-4b° + 7a? 


7. 5t°+3t-18t°-9t 
“0-2 07222 8. 5/2 -2/2 + 63/у 
9 


IAS EE 3 v8 
3975Y-3X *5X/ 


2 
3 
4. 3/х-5,/Уу +9/x-8,/y 
5 


2) 5 1 DN. 
nm sel 2 3 
8 10. 3 * 3450 * ab 


B. Algunas expresiones del lenguaje usual u ordinario se pueden llevar o tra- 
ducir al lenguaje matemático utilizando expresiones algebraicas. Por ejem- 
plo, "el triple de un número disminuido en dos" se puede escribir como 
3x - 2; la x aquí representa un nümero cualquiera dentro de un conjunto 
de nümeros no especificado (cuando no se dé explícitamente el conjunto, 
asumimos el conjunto numérico más amplio para el cual tienen sentido el 
contexto en consideración y las operaciones indicadas; tenga presente el 
orden en que se realizan las operaciones). 


Escriba en lenguaje matemático: 


. El producto de un nümero n y siete 

. Lasuma de un nümero m y doce 

. El cuadrado de un nümero x disminuido en seis 

. Ladiferencia del cubo de un nümero z y ocho 

. Seis menos que el cociente de un nümero a y cuatro 

. Laraíz cuadrada de la suma de trece y el doble de un nümero b 
. La mitad dela suma de dos nümeros 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.1. Simplificación de expresiones algebraicas 


8. El cociente de cinco veces un nümero y diez 

9. La diferencia de los cuadrados de dos nümeros 

10. El cuadrado de la suma de seis veces un nümero y doce 
11. El cuadrado de la diferencia de dos nümeros 


12. Laraíz quinta del cociente de dos nümeros 


. Escriba enlenguaje usual u ordinario: 


3x + 11 


2x-7 


. Expresiones de las ciencias se traducen al lenguaje matemático utilizando 
ecuaciones (igualdad entre dos expresiones algebraicas). 
Ejemplo: "La temperatura en grados Fahrenheit, F, es nueve quintos de la 
temperatura en grados Celcius, C, aumentando en treinta y dos" se traduce 
como: 


217 
F-gC«3 


Escriba en lenguaje matemático: 


. El cuadrado del periodo P de un planeta es igual al producto de una 
constante Ку el cubo de la distancia media В, del planeta al Sol. 


. Lautilidad U, es igual al ingreso /, menos costo total C. 


. En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa h, es igual a 
la suma de los cuadrados de los catetos a y b. 


E 
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2.2. Polinomios 


Algunas de las expresiones algebraicas encontradas en la sección anterior solo in- 
volucran operaciones de suma, resta, multiplicación o elevación de las variables a 
exponentes naturales, como en las siguientes: 


60x+20 ; 21+2а ; ус yz ey ; boh, 3n—n; 
49? ; 5x-2y-1 ; 24 Бх 221 ; 2т? –Зт + 5т2-т 


Expresiones como las anteriores se llaman polinomios. 


= ¿Por qué las siguientes expresiones algebraicas no son polinomios? 


=; 272-4342 


Va =2—; 2/ху* + hy; TL ace +2 


x+y 3y-2 2y-3 
Veamos ahora algunos criterios que permiten clasificar a los polinomios. 


v/ Según el número de términos: los polinomios con un solo término se lla- 
man monomios; con dos, binomios; con tres, trinomios. De ahí en adelan- 
te se dice polinomios de cuatro términos, de cinco, etcétera. 


Y Según el número de variables que intervienen: polinomios en una variable, 
en dos variables, en tres, etcétera. 


EJERCICIO 2 


Dados los polinomios: 
1. 60y? - 15y + 20 5. х?- Зу + 72 


6. 2b +2һ 

ES 2 4. 2 21.8 
7. gx ху+ ху try 
8. 4917 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.2. Polinomios 


Clasifique cada uno de los polinomios anteriores: 
i) Segün el nümero de términos 
ii) Segün el nümero de variables 


¿Cuál es el coeficiente del tercer término del polinomio 7.? 
¿Cuál es el coeficiente de х" del polinomio 3.? 


¿Cuál es el coeficiente del primer término del polinomio 7.2 
¿Cuál es el coeficiente de n en el polinomio 2.? 

¿Cuál es el coeficiente del primer término del polinomio 5.2 
¿Cuál es el coeficiente de 2? del polinomio 4.? 

¿Cuál es el coeficiente de 2 del polinomio 8.? 


2.3. Suma y resta de polinomios 


Si en algün contexto hay que sumar cantidades compuestas, como por ejemplo 
3 horas 20 minutos con 2 horas 15 minutos, procedemos sumando las cantidades 
correspondientes a las mismas unidades; en el ejemplo, sumamos horas con horas 
y minutos con minutos, obteniendo 5 horas 35 minutos. 


En forma análoga procedemos si se trata de sumar o restar polinomios: suprimi- 
mos los paréntesis y simplificamos los términos semejantes, como se hizo en la 
sección anterior. 


Así, para sumar: (3x20) + (2x15), suprimimos los paréntesis, simplificamos 3x 
con 2x para obtener 5x, y 20 con 15 para obtener 35, esto es: 


(3x + 20) + (2x + 15) = 3x + 2x + 20+ 15 = 5x + 35 


Para restar, por ejemplo: (5y — 19) - (3y - 11), suprimimos los paréntesis cambian- 
do los signos del polinomio que está precedido de signo menos y simplificamos 
los términos semejantes: 


(Sy - 19) - (Зу - 11) = 5y - 19 - 3y +11 = 2y - 8 


- (3a + 2b) = -3a -2b 


- (x - 4y) = -x + 4y 


сл 


E 


m. 
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EJEMPLOS 


1. (7a - 56) +(6а+ 2b) = 7a - 5b: 6a + 2b = 7a t 6a - 5054 2bz 13a - 3b 
2; (9/82) 5 (6) 102) = дулг87-0булг 107=9/506y +82 + 1073/4182 
3. (b6 — 9y? + 7) - (8х? + 4y? - 6) = 5х?— 9y? + 7 - 8X – 4y? + 6 = –3х3 - 13y? 13 


EJERCICIO 3 


A. Efectüe las operaciones indicadas: 
(5a + 3) + (5a + 2) . 5(3yz?-z) -8 (Z + 4у22) 
(2y + z) — (3z – 5y) 


4(2x?+ x) - 3 (5х? - x) 


атт т) 


(8x^- 4x?  2x?- 5) + (3x* - 9 - 2х2+ 9x) 


(24644 


a?b?- Sad агь? -8-а» b+ 3-- 2-3) 


(2x - 1008 + 3 + x?) + (-2x + 10x?- 5 – 12x) 

(5y? - 322+ 2y - 132) - (9z? - 6y? + 8y + 32) 
S AE үйл AS 
e a ыг 5 * 57) 
(0.5a? + 0.7a?- 0.22+ 1.3) - (0.4a?- 0.8a?+ 0.14z - 1.5) 


. El resultado de sumar dos polinomios es 8y?-5y + 9. Uno de los polinomios 
es 3y?- 4, ¿cuál es el otro? 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.3. Suma y resta de polinomios 


La suma de 3x?+ 7x - 5 con otro polinomio es 9x?-5x-- 6, ¿cuáles el otro? 


Al restar 7x?- 5x – З con otro polinomio el resultado es 4x?+2x- 8. ¿Cuál es 
el otro polinomio? 


Dé un ejemplo de dos trinomios cuya resta sea 3x?- 5. 


Para polinomios en una variable, el grado del polinomio es el mayor exponente 
que tenga la variable; cualquier constante diferente de cero se define como un 
polinomio de grado cero. 


*. ¿Cuál es el grado de un polinomio que es igual a la constante cero? 
Una forma muy usada de escribir un polinomio en una variable consiste en escribir 
primero el término donde se encuentra el exponente más grande de la variable, 


luego el segundo más grande y así sucesivamente; terminado este proceso se dice 
que el polinomio está escrito en orden descendente. 


EJERCICIO 4 


A. Halle el grado de cada polinomio: 


1. Зх-х?+1 


2. 5у?+Зу?-2+у 


3. x!-64 x*- 2x + AX? 


El polinomio 
3x?-x-4 
es de grado 2 


o de 
segundo 
grado 


EJ 
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Ordene en forma descendente los polinomios anteriores. 


Dé un ejemplo de dos polinomios de grado tres cuya suma sea un 
polinomio de grado dos. 


Dé un ejemplo de dos polinomios, cada uno con tres términos, cuya 


resta sea un polinomio de grado uno. 


Si x representa el menor de tres enteros consecutivos, exprese como 
un polinomio en x la suma de dichos enteros. 


2.4. Multiplicación de polinomios 


Regresando a la parte dos de la situación inicial, cuando el 
piso tiene n baldosas de largo por m baldosas de ancho: 


La cantidad de baldosas blancas la podemos representar 
con la expresión: 


2n + 2m — 4 (¿por qué?) 
Como el precio de cada baldosa blanca es $3, entonces éstas cuestan: 
3(2п + 2m —4) = би + 6m – 12 


Ahora, la cantidad de baldosas azules es: (n — 2)(m — 2), y ya que cada una de éstas 
vale $2, el precio de las azules es: 


2(n - 2)(т – 2) 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.4. Multiplicación de polinomios 


Por tanto, el precio de todas las baldosas es: 
6n + 6m — 12 + 2(n - 2)(m - 2) 


Es posible escribir una expresión más breve, equivalente a la anterior, una vez que 
desarrollemos el producto 2(n — 2)(m — 2). Antes de hacer esto, revisemos cómo se 
multiplican polinomios. 


Consideremos en primer lugar la multiplicación de monomios. Para multiplicar 2 
monomios, como por ejemplo 3x? y 7x*, multiplicamos los coeficientes 3 y 7 y a 
continuación escribimos el resultado de multiplicar x? con x* (ver leyes de los ex- 
ponentes): 


60) = (3 -D x?) =21x? 


EJEMPLOS 


1. (—2ху?)(Зху)=-6х?у% 


122202 


Ahora, consideremos monomios por polinomios, como por ejemplo: 3x(4x — 2). 

Utilizando la propiedad distributiva, multiplicamos el monomio por cada uno de 

los términos del polinomio: 1. 
3x(4x — 2) = (3х)(4х) + 3x(-2) = 12x? — 6x 


EJEMPLOS 


1. (-2m + 3n)(Am?) = (-2m) (402) + Зп (am?) = -8m*? + 12nm? 


290) 
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Por ültimo, la multiplicación entre polinomios; ejemplo: (3x — 5)(4x — 2). 
En este caso, aplicamos dos veces la propiedad distributiva: 
(3x — 5)(4х — 2) = (3x)(4x — 2) + (-5)(4x — 2) 


= (3x) (4x) + (3x)(-2)  (-5)(4x) + (—5)(С—2) 
= 12x? — 6x – 20x + 10 


Simplificando términos semejantes, se llega a: 12x? — 26x + 10. 


EJEMPLOS 


1. (-2m + 3n)(Am? + n) = (-2m)(4m?) + (3n)(Am?) + (-2m)(n) + (3n)(n) = 


-8т? + 12т?п - 2mn + Зп? 


Volviendo a la situación del comienzo de esta sección, la expresión para el precio 
de las baldosas la podemos simplificar así: 


Precio total: 
бп 6m —12 + 2(n - 2m - 2) = 


би + бт — 12 + 2(nm — 2m - 2n - 4) = 
6n + 6m — 12 + 2mn — 4m — 4n + 8 = 2m + 2mn + 2n — 4 


= Utilice la expresión anterior para determinar el precio de las baldosas cuando el 
piso tiene 20 baldosas de largo por 16 de ancho (es decir, cuando m = 20 y n= 16). 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.4. Multiplicación de polinomios 


EJERCICIO 5 


A. Halle el producto de los siguientes polinomios: 


. (2a*b*)(6a?b*) 13. Ap 2y? -7y + 1) 
. (-336y3) (26) (xy?) 14. 2ab(3a? + 6b? - 5a?b?) 
. (bm?n9)(11m?n) 15. (22+ 3z-9)(z + 3) 
(x - 6)(x + 2) 16. (9y? + бу + 4)(3y - 2) 
. (у2+ 3)(у + 9) 17. (5xy? + 2x?y)(3xy + 7) 
‚ (2-441) 18. (-20 - 4^ + c + 1)(—5с) 
. (у – 5)(у - 3) 19. (х? + 2х°-х + 4)(х2 - 5x + 3) 
. (т + 2)(m + 4) 20. (у + 2)(? + 2y + 4) 
. (z- 4)(2+ 7) 21. (22-2+ 202 +2- 1) 
. (х?— 4)(х? + 12) 22. (х + 3)(х2 – 3x + 9) : 
. 2a + 5b)(2a - 7b) 23. (0.5m - 0.2n – 0.4)(0.1m + 0.3n) 


( 
. (3x - 8)(3x - 5) 24. (0.3x? + 1.2x - 0.6)(x + 0.2) 


Ф б N Оо їл М б Na 


m 
~ Qo 


( 
( 


ч 
N 


. Una агепега se ubica en un prado, como se muestra en la figura. 
Exprese el área, en términos de x, de la región que está solo con prado 
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2.4.1. Productos especiales 


Así como en la multiplicación de nümeros reales sucede que un factor puede apa- 
recer repetido varias veces, también esto es comün al trabajar con expresiones 
algebraicas; por ejemplo: 


(x + 4) + 4), (у - 20» - 2 2) 


son productos especiales que representamos en forma de potencias, respectiva- 
mente, como: 


(x + 4y ,(y-2y 


Observemos el proceso cuando un binomio a + b se eleva al cuadrado y al cubo: 


(a + by = (a + b)(a + b) 
= Ф +аЬ+аЬ+Ь. 


= a? + 2ab + P? 
эн 
шинэ (а + b? — (а + ba + Ба + b) 
а?+ 2а6 + 6 = (а? + 2ab + Ра + b) 


= ё + ар + 2а?Ь + 2ab? + ab? + b? 
= 42 + Зар + 3ab? + b? 


Abreviando: 


22) = Exprese en forma verbal el proceso en que se desarrolla (a + Б/Е 
EJEMPLOS 


(х + 4)? = х? + 200(4) + 42 = x? + 8x + 16 


(Z +3277 = (2) + 2(7°)(32°) + Gzy = 2% + 67° + 97° 
(у + 2)? = у? + 3у2(2) + 3(N(Q)? + 222 y? + бу? + 12y +8 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.4. Multiplicación de polinomios 


EJERCICIO 6 


Utilizando los esquemas anteriores, desarrollemos las siguientes poten- 
cias: 


1. (х + 6)? = 4. Qy + 35 = 
2. (2х + 5у)? = 5. (4y + 32)? = 
3. (КО + 3x3)? = 6. (222 + 2)? = 


*. Siguiendo el proceso descrito рага el cuadrado y el cubo del binomio a + b, 
complete: 
(ope 
(a Б) = 
EJEMPLOS 


1. (x25) == 2(х)(5) 5? —x? = 10x +25 
2. Qy - 32)? = (2y)? - 2(2у)(32) + (32)? = 4y? - 12yz + 92? 
3. (y - 2} = у? - 392) + 3(у)(2)? - 2 =  - 6y? + 12y – 8 


EJERCICIO 7 


Desarrolle: 


flo (=A= 
2 Gx- = 
2, (у= s= 


LL 
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2d 
t] 


Otro producto bastante común es el que surge cuando se multiplica la diferencia de dos 
términos por la suma del mismo par de términos, por ejemplo (x — 3) (x + 3); veamos: 


(a— Б(а+ b)2dtab-ab-bP-qg-P 


Observamos que el resultado es una diferencia de cuadrados. 


Tenemos entonces otro producto especial: 


EJEMPLOS 

Utilicemos el esquema anterior para efectuar las siguientes multiplicaciones: 
1. (x-3) (х+3) =x?-3*=x?-9 

2. (3x + 2y) (3x - 2y) = (3x)? - (2y)? = 9x? - Ay? 


EJERCICIO 8 


Desarrolle los siguientes productos especiales: 

(х-1Уу 1290512) 

(у +3)? 13. (х-2у)х-2у) 
(2+3) 14. (т? + 2п?)(т?+ 2п?) 
(2y +1) 15. 

(a+ 46)? 16. 

(2х+у) 

(х + 3)(х +3) 
(2y + 1)(2y -1) 
(z - 6)(z - 6) ue 
(3x? - 2y?y 20. 
(7a - 2b)(7a* 2b) 21: 


(a + b)(a - b)= 
a?- b? 


17. 


18. 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 


А qm 
- O 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.5. División de polinomios 


2.5. División de polinomios 
De la multiplicación 5 x 4 — 20, se pueden extraer las siguientes divisiones: 
20+4=5у20+5=4 


Así, en la división 20 + 4 se busca un número que multiplicado por 4 dé como re- 
sultado 20, dicho nümero es 5. 


Procediendo de manera similar con la multiplicación de monomios, puesto que: 
(6х)(3х2) = 18? 
entonces, 
(18?) + (бх) = 3? 
es un ejemplo de división entre monomios. 


= Escriba una división a partir de cada multiplicación: 


(8»*) (5?) = 40y” 
(ЗаЬ?) (75) = 21а? 


Volvamos a la división de los monomios 18х° + 6x ; el resultado, o cociente, es una 
expresión que multiplicada por el divisor: бх, da como resultado el dividendo: 18x. 


Para obtener este cociente procedemos dividiendo o simplificando los coeficien- 
tes 18 y 6, y luego, con las propiedades de los exponentes hallamos el cociente 
entre x? y x. 


18 18 x 
6x бох 


сл 


296) 
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EJEMPLOS 


3a?b? 3 а. 


24x? y? 
Ay ЈА үг 


30xy? 30 


зош 
54тёп? 


3. 


De manera similar, podemos acercarnos a la división de un polinomio por un mo- 
nomio o de dos polinomios. 


El producto de (4x? — 7x*)(4x?) = 16x? — 28x6, de manera similar al producto de mo- 
nomios, se puede expresar como las divisiones: 


(16x? — 28х%) + (4x?): división de un polinomio por un monomio o 
(16x? — 28x9) + (Ах? — 7x*): división de dos polinomios 
Veamos la división de un polinomio por un monomio. En la división de 16x? — 28x* 


por 4x?, procedemos dividiendo cada término del polinomio (numerador o divi- 
dendo) por el monomio (denominador o divisor): 


16х?— 28х° 1607 28х7.. 23 4 
4x? Ago 4? и. 
EJEMPLOS 


-9y/-27y*-3y!  -9y! 5 2 
= s SA AS 
3y? 3y? 2 y y 


деса БОБА [ж 
52° 52° Su 523 


35225 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.5. División de polinomios 


Finalmente, la división entre polinomios, la ilustramos dividiendo x?— 5x + 6 entre 
x — 2. Procedemos utilizando el siguiente algoritmo: 


Yy Verificamos que los exponentes de la variable estén ordenados en forma 
descendente, tanto en el dividendo como en el divisor. 


v/ Dividimos el primer término del dividendo entre el primer término del 
divisor. El resultado obtenido lo multiplicamos por el divisor (al multipli- 
car se cambian los signos y se colocan debajo del término semejante del 
dividendo): 


Dividendo —»  x*-5x+6|x-2 «-- Divisor 
-x° + 2x х 


v^ Simplificamos términos semejantes y bajamos el siguiente término. Repe- 
timos el proceso hasta bajar el ültimo término. 


x—-5x *6|x-2 


—x?- 2x x-3 -«——— Cociente 
—3х +6 
3х-6 
Residuo — . | Q9 


= ¿Encuentra algún parecido con la división entre números reales? 


Retomemos la división (16x? — 28х°) + (4x? — 7x^) y utilicemos el algoritmo descrito 
en el ejemplo anterior: 


16х? — 28х° | 4-7 
—16x + 28x6 4x? 
0 


El resultado, 4x?, corresponde a lo esperado a partir del producto de la página 96: 
(4x3 — 7x?) (4х2) = 16 x? — 28 x$ 


UN 


98. 
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EJEMPLOS 


A. Dividir x? + 8x + 15 entre x + 3: 
Dividendo — х?+8х+15 | x43 — Divisor 
—х?—3х х+5 — Cociente 
5x +15 
-5Х-15 
0 — Residuo 


Realicemos la prueba para la división anterior: 


Para verificar la división utilizamos el producto: multiplicamos el 
cociente por el divisor y sumamos el residuo, el resultado debe 
ser el dividendo. 


(x+5)(x+3)+0=x - 3x + 5х + 15 = x^ 8x +15 


B. Dividir x? - 36 entre x + 6 


- 36 х+6 


х-6 — Cociente 


C. Dividir x?+ 8x - 10 entre x +3 
x^ 8x - 10 
-X° -3x 
5x -10 
-5x -15 
-25 — Residuo 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 2.5. División de polinomios 


EJEMPLOS 


D. Dividir y?+ 24 entre y – 7 


EJERCICIO 9 
A. Realice las siguientes divisiones: 


200° + 5а? 
Збх?у“ = 6x?y? 


10z? + 25z? + 10z - 8) +(2z -1) 
х?-125)-+(х +5) 


у? – 32) + (му + 2) 


55т°п° -—-11т?п 

оо у б 

z’+7z-8)=+ 22 1) | 7z? 

у?- is -(у-3) 3бу° - 24y* + 48у? 

х2-6х-10)-(х-2) бу? 
2804 5x? 8х +3 

(21-20: T PEU 

(6 - 16x? + 5x + 2) + (3x-2) 


8y? - 54y +14 
(x? - 49) - (x - 7) 19. Но 28 


do 
( 
( 
( 


(х 
(2 
( 
( 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 


= 
ә 


Си 


ч 
— 


B. Encuentre el valor de c para que se cumpla que la división de los polinomios: 


(x? - 9x + c) + (x - 2) sea exacta (residuo igual a 0). 
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2.6. EJERCICIOS FINALES DE LA UNIDAD 2 


A. Escriba una expresión algebraica que cumpla cada grupo de condiciones: 


1. Con un término, dos variables y de grado dos. 

2. Con tres términos, una variable y coeficientes enteros. 

3. Con dos términos, una variable y de grado uno. 

4. Con tres términos, las variables x, y, z y coeficientes racionales no enteros. 


. Encuentre el valor nümerico de cada polinomio: 


1. 3n - 2n + Amn si 


. 68- y? * 2xy si 


si 


24:22:15 i 
(ier шс О 51 


. 3m?-2n^- 6m - 7n? 5 si 


. Ordenelos polinomios en forma descendente: 


1. 8x- 5x? + Зх+ 3 -St 2° 


11 
2. 5y? - 3y’ + Y + 3 у?- : +./2 у 


“100 


3. afb? - 8a°b + Zap? + icb'- af + 36° – ab? 


(ordene con respecto a b) 
4. -y 2 + 9y/z + yz - Ty + у!°- yz? 


(ordene con respecto a y) 
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D. Escriba tres términos semejantes a cada término dado: 


. Simplifique cada polinomio: 


2а+ Зь - с+ 5а- 7с +116 - 9c 


Зу 2278 гс, 
5m 2n+ 7" 3т+-уп tn 
p i apis E ЕА 

ДХ 7y E xy 12y + 3x ЗХУ 
pol 


x. кй 3 3 
а^ M p UM 


F. Realice las operaciones indicadas: 
(-3m + 5n) + (8n - 14m -3) - (12 + 9n - 7m) 

(4ху? - 13х?у - a - (12x +15 xy?+ 8x) y) + (Ax - 11х?у) 
( ab - 3 Ьс+ 2 5 e (ab - bc ac) 
( 
| 


101 
Ды 209) 


n 


furi "3" 


2 

Б! 

За 25 8 
O се 


х? + 


"m 4 
5 


Reste 3х-2у-52 de 11у-9х-22 
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7. Del1a — 9b + Зс — 5d reste 15c — 4b + 12a — 9d 


8. Dela suma de 2m? — 5m? + 8mn con —13r? — 10m? + 11 mn, 
reste 8m? — 6n? + 7 mn 
G. Halle el producto de: 

1. (3m?n5)(8m?n) . (-9( +2) 
. (—9a*b?)(6a?b)(ab^) Lo5z(22 4223) 
. (3хёу?)(9х5у) . (m? — 2т? — т + 5)(m — 1) 
zm 309 S) . (926 — 5ab?)2a?b + бар?) 
« (a WMta +1) . (0.4a?— 0.3a + 1)(0.2a +5) 


5 7 
‚ (6-2(0-8 з _ + Ex )[12x + ax —2) 


. (Зп —- 4(2n-— 1) : [3v -£J 


2c) 69:9) 


. Desarrolle los productos especiales: 


. (m—8y 7. (m — 8)(m 4 8) 


. (а +9} 8. (3х + 2у)(3х* — 2y) 
nis 

10. (ба? — 4b3? . (0.8a + 0.5b)? 

11. (m? + 8n*)(m*? — 8n^) OY ZO Y z) 


12. (+3) . (y? — 0.4)(у? + 0.4) 
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I. Halle el cociente de cada una de las divisiones: 

» ЗЭ «5m. 

. 77а56% + 118? b? 
125x” y^ 25 x*y 
(2-х2-4х)-(х-2) 
(m?*-18m+81)=(m-9) 
(x^4 28 - 11x) = (x-4) 

(-36 + a°- 9a) + (a - 3) 
(130+ n^ € 42) + (n 2) 
(b^- 25) - (b - 5) 
(8a?- 16a?^- 4a + 2) - (2a- 3) 
(y?- 64) + (y +8) 
(т*+ 625) + (m - 5) 
(а? + 243) + (a* 3) 
63m* - 27m* - 8m? 
9m? 
105a? - 75а? + 45a* 
15а? 


. Calcule los valores рага k y s de modo que la división entre los polinomios 
sea exacta: 


1. (x*- 2€ - 2х°+ kx- s) (х2-2х+1) 2. (2т*+ m? & km - s) - (2m - 3) 


(103 


K. Compruebe que: 


214 хэ: 1 — m 
T: zu KT yA y 3. T ОШ (№ + у)] = х+у 


2, po +y) = -yy з-агү 


md 


EL ALGEBRA 
COMO HERRAMIENTA DE 


Durante el Renacimiento se realizaron grandes progresos 
para obtener soluciones exactas a ecuaciones algebraicas gra- 
cias a los trabajos de Tartaglia y Ferrari, pero estas ecuaciones 
no eran muy utilizadas para resolver problemas prácticos. Sin 
embargo, en el Renacimiento surgió otra tendencia: la aplica- 
ción del álgebra a la solución de problemas de las ciencias. 

No hay mejor ejemplo de la confianza de un científico en el 
álgebra como lenguaje para expresar ideas, que el trabajo del 
científico, matemático e inventor italiano Galileo Galilei (1564- 
1642). El enfoque algebraico de Galileo rompió con el pasado. 
Por más de 1000 años la geometría de la regla y el compás ha- 
bía sido el lenguaje para expresar muchas de las ideas en las 
investigaciones científicas, como lo hicieron los matemáticos 
y científicos griegos. Esto comenzó a cambiar durante el Rena- 
cimiento. 

Uno de los libros más conocidos de Galileo, Diálogos sobre 
dos nuevas ciencias, está lleno de álgebra. No es un libro acerca 
del álgebra; es un libro sobre ciencia, en el cual Galileo anali- 
za los grandes temas científicos de su época: movimiento, re- 
sistencia de materiales, palancas y otros tópicos que están en 
el corazón de la mecánica clásica. Para expresar sus ideas usó 
una versión retórica del álgebra. 


LA CIENCIA 


GALILEO GALILEI (1564 - 1642) 
Astrónomo, filósofo, matemático y físico que 


estuvo relacionado estrechamente con la revolu- 
ción científica. 

Eminente hombre del Renacimiento, mostró in- 
terés por casi todas las ciencias y artes (música, 
literatura, pintura). Sus logros incluyen mejoras 
en el telescopio, gran variedad de observaciones 
astronómicas, la primera ley del movimiento y 
un apoyo determinante рага el copernicanismo. 
Ha sido considerado como el «padre de la astro- 
nomía moderna», el «padre de la física moder- 
na» y el «padre de la ciencia». 


(Retrato de Galileo realizado por Justus Sustermans, 
1797 - 1681) 


DIÁLOGO, 

DE GALILEO GALILEI 
Edición de 1632. 

Talleres de Giovanni Batista 
Landini en Florencia, Italia. 


DIALOGO 
D 
: GALILEO GALILEI LINCEO 
A IL Gus DR : MATEMATICO SOPRAORDINARIO 


Tosc ey A^ 


DELLO $TVDIO DI PISA. 


E Filofafo, « Matematico primario del 


SERENISSIMO 


GR.DVCA DITOSCANA. 


Douc nc i congreffi di quattro Boios ау 
` ^il м. Peri ced 
MASSIMI 


: I DUMP 
ucc dee. mt 
[ga sd n 


En la siguiente cita, tomada de los Diá- 
logos, Galileo describe sus descubrimien- 
tos sobre la capacidad de los objetos de 
resistirse a la fractura: 


T 


"Los prismas y cilindros que difieren en longi- 
tud y grosor ofrecen resistencia a la fractura 
...que son directamente proporcionales a los 
cubos de los diámetros de sus bases e inver- 
samente proporcionales a sus longitudes." 


Ahí, Galileo describe características físicas de objetos de la realidad con el len- 
guaje del álgebra. Desafortunadamente carece de una conveniente notación alge- 
braica para expresar estas ideas. 

En su uso del álgebra Galileo no estaba solo. Durante el Renacimiento los cien- 
tíficos descubrieron que el álgebra era a menudo la forma más conveniente que 
tenían para expresar sus ideas. La síntesis que se produjo entre el álgebra y la cien- 
cia, aceleró el interés por el álgebra. Probablemente aceleró también, el progreso 
de las ciencias ya que produjo nuevas relaciones abstractas entre diferentes pro- 
piedades, más transparentes y fáciles de manipular. El Álgebra como lenguaje sim- 
bólico estaba ganando prominencia en las matemáticas. A medida que la notación 
mejoraba y se comprendía más profundamente la manera como podía ser usada 
el álgebra, la notación algebraica se convirtió en la forma estándar en que los ma- 
temáticos expresaron sus ideas en muchas ramas de las matemáticas. 

Actualmente el álgebra ha permeado tanto el lenguaje de las matemáticas y las 
ciencias físicas, que es muy difícil pensar en expresar los contenidos de estas im- 
portantes disciplinas sin la notación algebraica en la cual se escriben. 


(TOMADO DE THE HISTORY OF MATHEMATICS, ALGEBRA, JOHN ТАВАК, 2004, ED. FACTS ON FILE, NEW YORK) 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 


Introducción 


En la unidad anterior presentamos las expresiones algebraicas y una clase parti- 
cular de ellas: los polinomios. Vimos, igualmente, las operaciones entre éstos, y 
utilizamos la propiedad distributiva para hallar productos entre los mismos; ahora 
mostraremos el proceso inverso: dado uno, buscaremos expresarlo como multi- 
plicación de dos o más polinomios (llamados factores); una expresión así se llama 
factorización del polinomio. 


Empezaremos por apreciar la utilidad de la factorización al permitirnos explicar 
por qué se dan ciertos resultados particulares después de efectuar algunos proce- 
sos aritméticos; más adelante veremos cómo nos ayuda a simplificar expresiones 
algebraicas y a resolver ecuaciones de grado mayor que las encontradas en la pri- 
mera unidad. 


Situación inicial 
Primera parte 


Pepe: Escribe, sin dejarme ver, un número de dos cifras, diferentes entre sí. 

Paco: Listo. 

Pepe: Intercambia las cifras de las unidades y las decenas para formar un nuevo 
nümero. 

Paco: Sencillo. 

Pepe: Resta ahora los dos nümeros. 

Paco: ¿En qué orden? 

Pepe: El mayor menos el menor. 

Paco: Un momento, restando me demoro. ¿Puedo usar calculadora? 

Pepe: ¡Claro! igual no importa. 

Paco: Ya está. ¿Me vas a adivinar el resultado o qué? 

Pepe: No todo el número. Pero si me dices una de las cifras del resultado, enton- 
ces te adivino la otra. 


2 


MO, 


Ш! 
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(Paco le dice una de las cifras y Pepe, de manera acertada, le indica la que mantie- 


ne oculta). 
Paco: Repitamos a ver si adivinas de nuevo. 
Pepe: ¡Vale! 


(De nuevo Pepe acierta. Paco queda sorprendido al ver que Pepe le dice la cifra 
correcta cuantas veces insiste en repetir el juego). 


¿En qué se basa Pepe para “adivinar” la cifra que oculta Paco? 
Segunda parte 


Paco ha decidido "sacarse el clavo" y propone a su amigo Pepe algo más sorpren- 

dente. 

Paco: Escribe en secreto un nümero de tres cifras, las tres diferentes entre sí y 
distintas de cero; toma también la calculadora. 

Pepe: Ya. 

Расо: Рага no enredarnos, llama m al número escogido. 

Pepe: Listo el bautizo. 

Paco: Suma las cifras del nümero m y al resultado llámalo r. 

Pepe: Segundo bautizo realizado. 

Paco: Escribe todos los números de dos cifras que se pueden formar con las cifras 
del nümero m. 

Pepe: Un momento... ya están. Salieron cinco números. 

Paco: Salen seis, revisa. 

Pepe: Cierto, faltaba uno. 

Paco: Suma esos seis nümeros y llama s a la suma obtenida. 

Pepe: ¡Vaya si está esto largo! 

Paco: Ya casi terminamos. Ahora divide s entre r. 

Pepe: Menos mal tengo la calculadora a mano. . . j Ya! 

Paco: Te puedo adivinar el resultado sin que me des alguna cifra. 

Pepe: Мо creo. 

Paco: El resultado es... 

(Pepe queda boquiabierto, pues Paco le ha dicho correctamente el resultado). 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.1. ¿Qué es factorizar? 


ee. 


COCOCOCOCOGD 
IC YC XC XC X009 


IC XC XC OC XC 
ecocococo 
CO KKE) 
LEN) 
е аз аз ез єз 
00 oo 


3.1. ¿Qué es factorizar? 


Una aproximación con el álgebra a la primera parte de la situación inicial permite 
entender lo que ocurre con cualquier resultado que se obtiene cuando se siguen 
las instrucciones allí dadas. Representemos con las letras x y y las cifras de las de- 
cenas y de las unidades de un número cualquiera de dos cifras, respectivamente 
(¿qué valores pueden tomar las variables x y y?); el número corresponde a la ex- 
presión 10x + y (¿por qué?). Cuando se intercambian las cifras, el número al cual se 
llega es 10y + x. Supongamos que x es mayor que y. Entonces, al restar el número 
mayor con el menor se obtiene: 


(10х + y) - (10y + x) = 10x + y - 10y -x = 9x – 9y 


Utilizando la propiedad distributiva, podemos escribir esto último como 9(x — y). 
Hemos llegado a una multiplicación en donde uno de los factores es el número 9 y 
el otro factor es un entero positivo. Concluimos que el resultado es un múltiplo de 
9 y que por tanto, como todos los múltiplos de 9, la suma de las cifras es también 
un múltiplo de 9. La cifra que falta la podemos obtener entonces restando 9 con 
la cifra dada. 

El proceso anterior muestra cómo se pasó de unas sumas y restas a una multiplica- 
ción. Ese es el interés de esta unidad: expresar un polinomio en forma de multipli- 
cación (factorización del polinomio). 


au 
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3.2. Factor común 


Comenzamos con el tipo de factorizaciones que resultan de usar la propiedad dis- 
tributiva. En ab + ac encontramos que a es un factor que aparece en cada una de 
los sumandos; un factor así se llama factor común. 


EJEMPLOS 


Factorizar las expresiones algebraicas: 
A.3x+3y ; B.4x+6y ; C.4+6x 


Solución: 


A. Se puede apreciar de manera inmediata que el número 3 es factor co- 
mún. Por tanto: 
зх=зу=з(х ту) 


Aquí no se aprecia de manera inmediata un factor comün; sin embargo, 
si escribimos el 4 y el 6 en la forma: 2 · 2x + 2 · Зу observamos que 2 es 
factor o divisor comün de 4 y 6. Así, tenemos: 

4x + бу = 2(2x + Зу) 


Varias son las formas de extraer un factor comün de este polinomio: 
4х + бх = 2(2х2--3х) 
4x? + 6x = х(4х+ 6) 
4х2-6х = 2х(2х + 3) 


El ejemplo anterior muestra un polinomio con coeficientes enteros que admite 
varias factorizaciones. En adelante, por ser útil en las aplicaciones, privilegiaremos 
la factorización en donde el factor comün es aquel que tiene por coeficiente el 
mayor factor comün (o máximo comün divisor) de los coeficientes de los términos 
del polinomio y cuya parte literal está formado por las variables comunes a los tér- 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.2. Factor comün 


minos, escritas con el menor exponente con que se encuentren. Así, en el ejemplo 
anterior, factorizaremos preferiblemente en la forma: 


Ax? + бх = 2x(2x + 3) 
EJEMPLOS 


Factorizar: 

A. 8x*y?-12x%y ; В. -6a?b + 4a?b? - ба 

Solución: 

A. El máximo comün divisor de 8 y 12 es 4. Las variables comunes a los 
términos son x, y; el menor exponente de cada variable es 2 y 1, res- 
pectivamente. El factor común es, por tanto, 4x?y. Luego colocamos en 
el paréntesis lo que corresponda para que al multiplicar se obtenga el 
polinomio dado: 

8xy? - 12xy = 4х?у(2ху - 3) 


Podemos tomar como factor común 2a ó -2a. Si escogemos -2a no 
olvidemos la ley de los signos para que al multiplicar se obtengan los 
del polinomio dado: 

—-6a?b + 4a?b? – ба = -2a(3a?b - 2ab? + 3) 


EJERCICIO 1 
Factorice: 


12x +30 ‚ ах-ау 
16x - 30 . 15m?n – 20mm 
5x? + 10x бар 12a*b* 


7у? – 5у . bcr abre? 


97^ 182 + 2722 


EN 


ND 
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En las factorizaciones hechas hasta ahora el factor común ha sido un monomio. 


En ocasiones la factorización obliga a tomar como factor común, polinomios con 
más de un término, como se ilustra a continuación: 


EJEMPLOS 


Factorizar: 


A. 3x(x-2)-4(x-2) ; B. (2x+ Mla+b)-(x-5Ma+b) ; C. a(b- 1)-b-1 


Solución: 
A. Tomamos como factor común el binomio (x - 2); luego: 
3x (x - 2) - 4(x - 2) = (x - 2)(3x - 4) 


Factorizando (a + b) y simplificando, obtenemos: 
(2x + 1)(a + b) - (x - 5)(a + b) (a + b) (2x + 1) - (x - 5)) 
(a - b) 2x - 1- x 4 5) 
(a + b) (x + 6) 


. A primera vista no se aprecia factor comün, pero introduciendo en parénte- 
sis los dos ültimos términos precedidos del signo menos lo conseguimos: 
a(b+1)-b-1=a(b+1)-(b+1)=(b+ 1)(a- 1) 


EJERCICIO 2 


Factorice: 


X5 + 1+ х(х? + 1) 
2(х-у+1)—2(х-у+ 1) 
(x — 2)(у + 1) - (3x - 4)(у + 1) 
т(п-3)-п+3 2 (Qz- 1)(у +4) + (2z - 1)(-5у - 8) 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.2. Factor comün 


En algunos polinomios no se encuentra factor comün (diferente de la unidad); 
sin embargo, se puede llegar a él haciendo agrupación de términos, como por 
ejemplo en ac + bc + ad + bd. Observamos que no hay factor común en todos los 
términos pero sí que c es factor comün en los dos primeros términos y d es factor 
comün en los dos ültimos. Agrupando los dos primeros términos y los dos ültimos, 
y factorizando c y d respectivamente, conseguimos el factor común (a+b) y proce- 
demos como en el caso anterior: 


ac t bc t ad * bd = (ac + bc) + (ad + bd) 
= с(а+ Б) + d(a + b) 
= (a-cby(c-*d) 


EJEMPLOS 
Factorizar: 


fL xeeckeés4k-8 s Bh 32=2é=0 9 12 


Solución: 

A. X - 2х2 + 4x - 8 = (X — 2x?) + (Ax - 8) 
== 2) 4 c — 2) 
= (х- 2)(х2 +4) 


х = 2x! - 6x - 12 = (6 = 2x?) = (6x - 12) 
mx 2)- 60-2) 
= (x - 2) - 6) 


EJERCICIO 3 


Factorice: 


xi - 2х? + 6x - 12 . а? +ах+ау+ ху 


у? – 3у? + 4у – 12 . #+х?-х-1 
г +62? – 22- 12 . 2ху – 2х2 + 2х-у+2- 1 
За? - 20° - ба + 4 . X+X+1-xXy-Xy-y 


EN 


HO 


» 
t] 
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3.3. Diferencia o suma de potencias con exponentes 
iguales 


3.3.1. Binomios de la forma x" — y" 


Consideremos ahora la factorización de binomios como x? — y, xt- yt, х? — y^, 
x? — y’. Aun cuando en estos binomios no hay factor común, tienen, sin embar- 
9o, una estructura parecida: son diferencias de potencias con exponentes iguales. 
¿Cómo factorizar esta clase de binomios? Algo que comparten estos binomios es 
que todos se pueden factorizar de tal manera que x - y es uno de los factores: 
X- у = (х-у)(...); х®— у= (x — у)(...); etcétera. 


Хо -у|х-у 
e + xy x + Ху + ху? +y? 
xy 
xy + xy? 
xu 
xy + ху? 

xy -y 

ху ty 

0 


¿Cómo encontrar los factores indicados con (...)? Una respuesta es: ¡dividiendo! 


Los resultados de las divisiones son: 


(=P) + (x-y) = xtxytxyytxyty 
(x*- y) + (x— y) = 3+ ?у+ ху? + у? 


Por tanto, se tiene: 
(о-у) = Ey) G* + xy + xy! + xy! + у!) 
оу) = (х— у) О? Tay + xy" + у?) 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.3. Diferencia o suma de potencias con exponentes iguales 


*. Compruebe las factorizaciones que se acaban de realizar. 


*. En las factorizaciones anteriores ¿qué regularidades encuentra en la disposi- 
ción de las variables y sus respectivos exponentes? 


*. Siguiendo un patrón similar al encontrado en los ejemplos anteriores, factorice 
los siguientes binomios: 


Los binomios considerados anteriormente poseen la forma x" — y"; si n es 2 se tiene 
una diferencia de cuadrados: x? — y?; si n es З una diferencia de cubos: x? – у? 


*. Verbalice la factorización de una diferencia de cuadrados empleando el térmi- 
no raíces. 


EJEMPLOS 


Factorizar: 


1 6 1 
Ab 32=108 C e E. X -1 Gm = F 
A р 16 ^ 64 


B. 9-252 Р. (y+7)?-(y-4? Е 278-85 Н. 16a*-b* 


Solución: 

A. Expresando 100 como el cuadrado de 10, tenemos una diferencia de cua- 
drados; lo factorizamos como la diferencia por la suma de las raíces de los 
términos: 

x^- 100 = х2 – 10? = (x - 10)(x + 10) 


B. 9y?- 252? = (3у)? - (52)? = (3y - 52)(3у + 52) 


ша 
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(rom = y cens quce scenic etym 


Suprimiendo los paréntesis y luego simplificando: 


(у + 7)? – (у – 4)? = (у +7 – y + My +7 + y – 4) = 11(2у + 3) 


LX 15L- FEK СЕ 51) 


27a орва) о) = (За — ACP? + 6ab + 4b3 


Тба = F — (2а = 0)(23а t-2*atb 1 2a чыыр?) 


118 
mE 16a* — b^ = (2a — b)(8a? + 4a?b + 2ab? + b?) 


= Factorice el ejemplo anterior utilizando diferencia de cuadrados (compare 
con el resultado obtenido utilizando diferencia de potencia a la cuatro). 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.3. Diferencia o suma de potencias con exponentes iguales 


EJERCICIO 4 


Factorice: 
a?-9 
4m?- 1 
х? – 100у? 
16-25c? 
-81+ 16d" (organice) 


0.04x?- 0.81y? 
0.01a?- 0.64b? 


3.3.2. Binomios de la forma x" y" 


-0.16b? + 0.Зба? 
(a+ 4y-(a-1Y 
(х-7)-(х-2) 
-с°+64Ь3 

l 9 ns 
1254 - 5 
0.027? - 0.008 y? 
m?-127n? 

a - 64b* 
х?-243у? 


18-42) 


Pasemos ahora a factorizar binomios como x? + уг, una suma de potencias con 


exponentes iguales. 


*. Compruebe la siguiente multiplicación: 


(х + y) -xytxy -xy + уу = к + y 


La factorización de x? + y”: 


X Ey = (х + у)(х* xy txy -xy + у) 


120) 


1 Ш. a 
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no presenta cambios en cuanto a la disposición de los exponentes sino en los sig- 
nos con respecto a Іа factorización de x? — y”. 

*. Describa la disposición de los signos en la factorización de x? + у? 

*. Factorice: x? + y? = 

*. Compruebe la factorización anterior 

Esta manera de factorizar sumas de potencias iguales se cumple cuando n es im- 
par, como en los casos anteriores рага n = 5 y n = 3; si n es par, по se cumple esa 


forma de factorizar, como puede verificarse para n =4yn=2. 


*. Compruebe que (x + у)(х? – xy + xy? — у?) es diferente de (x^ + y?) y que (x + y) 
(x — y) lo es de (x? + y?) 


EJEMPLOS 


Factorizar: 
A. 64m+n ; B. X-32y 


Solución: 


A. 64m'«n!z(Amy *m «(Am + n)((Amy - (Am)(n) + n?) 
= (4m +n)(16m*- 4mn * п?) 


B. х° + 32у? = х? +(2y) 
= (x+ 2y) (X = X (2y) x (2y) -х(2уу +2у') 
=(x + 2y) (x - 2x) y + 4x y? - 8xy! + 16y*) 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.4. Trinomios 


EJERCICIO 5 


Factorice: 


1. 8y +2 


2. 1256 + 64у? 
3. а? + ЗАЗЬЗ 


3.4. Trinomios 


3.4.1. Trinomios de la forma x? + bx + c 


Busquemos características comunes en las siguientes multiplicaciones: 


(х + 2)(х + 3) = х? + 3х + 2х + 6 = х^°+ 5х + 6 

(x + 6)(x—4) =x? — 4x + 6х— 24 = x? + 2x — 24 
(x—-3)x-*7)-xt*7x-3x-217x?* 4x-21 
(x—9)(x-2)2x-2x -9x + 182 x- 11х * 18 


Podemos notar que son multiplicaciones entre binomios; en cada uno a la varia- 
ble x se le suma o resta un número entero, es decir, son de la forma (x  m)(x + n), 
donde m y n son nümeros enteros. 


(x + m)(x + n) = xi + nx + mx тэх * (m * n) x * mn 


Los resultados son trinomios que tienen la forma x? — bx + c, donde b y c son nú- 
meros enteros; entre los nümeros m, n, by c se cumple: 


c=m:nyb=m+n 


am 
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De modo que si se va a factorizar un trinomio como x? + 5x + 6 revertimos el proceso 
preguntándonos por dos nümeros que multiplicados den +6 y que sumados den 
+5; esos nümeros son +2 y +3. Factorizamos, entonces, como producto de binomios: 


xX + 5х + 6 = (х + 2)(х +3) 
De igual forma, para factorizar x? + 2x — 24 buscamos dos enteros que multiplica- 


dos den — 24 y que sumados den +2. Los números son +6 y 4. 
Por lo tanto, 


X + 2x — 24 = (x + 6)(x — 4) 


EJERCICIO 6 


Factorice: 
1. х?+8х+15 . Zi-2-«z(ordene primero) 
х – 2х - 15 . 23-42 


2 
3. y^-4y-5 . х + 5x + 36 (factorice -1 primero) 
4. y?-14y+45 . -y?+2y+35 


3.4.2. Trinomios de la forma ax? + bx + c 
Consideremos ahora factorizaciones de trinomios, como 2x? — 5x — 12. 


Difiere de los anteriores en que el coeficiente de x? ya no es 1. Hay varios métodos 
para factorizar esta clase de trinomios; presentaremos aquí uno de ellos. 


El método que vamos a presentar consiste en reescribir apropiadamente el polino- 
mio dado, agrupar términos y, por último, extraer un factor común. 


llustramos el proceso factorizando el polinomio 2x? — 5x — 12. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.4. Trinomios 


wW Ordenado ya el polinomio (en la forma estándar), multiplicamos el coefi- 


v 


ciente de x? y el término independiente: 2(-12) = —24. 


Buscamos ahora dos números que multiplicados den —24 y sumados den 
-5 (el coeficiente de x). Esos números son — 8 y + 3. 


Reescribimos el término en x del polinomio dado, usando los nümeros 
que acabamos de encontrar: 2x? — 5x – 12 = 2x? – 8x + 3x — 12. 


Agrupamos y sacamos factor comün en cada grupo: 
2x? — 8x + 3x — 12 = (2x2 — 8х) + (3x — 12) = 2x(x — 4) + 3(x — 4) 
Factorizamos el polinomio utilizando factor común: 
2x(x — 4) + 3(x — 4) = (x - 4)(2х + 3) 
Reunimos lo realizado: 
2x — 5x — 12 = 222 — 8x + 3x – 12 
= (2x? — 8х) + (3x - 12) 


= 2x(x — 4) + 3(x — 4) 
= (x —4)(2x + 3) 


Compruebe que al efectuar (x — 4)(2x + 3) se obtiene 2x? — 5x — 12 


EJEMPLOS 


Factorizar: 3х2+5ху+2у? 


Solución: 
Buscamos dos nümeros que multiplicados den 3(2) 2 6 y sumados den 5. Los 
nümeros son 3 y 2. Entonces, siguiendo el proceso descrito en el ejemplo an- 


terior, escribimos: 


Зх? + 5ху + 2у? = 3X? + 3xy + 2xy + 2y? 
= 3X(X + y) +2у(Х+ў) 
= (x + y)(3x + 2y) 


um 
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EJERCICIO 7 


Factorice: 
1. 2x2+5x-3 . 822-7 + 107 


2. 3x*-x-2 . бу2+ 12 + 17у 
3. 322 - 25z 28 . -Ax? – 16x- 15 
4. бу?- 11у +4 . -8x - 33x- 4 


3.4.3. Trinomio cuadrado perfecto 
Reversamos ahora el proceso correspondiente al producto especial en el cual se 
eleva un binomio al cuadrado y se obtiene un trinomio (trinomio cuadrado per- 


fecto). 


Factorizamos estos trinomios por medio de alguna de las formas: 


а? + 2ab + b= (a + bY 
а?— 2аЬ + № = (а – Б)? 


EJEMPLOS 


Factorizar las expresiones dadas: A. x?+6xy+9y? В. 9х? – 12xy + Ay? 
Solución: 

A. Como el trinomio se puede escribir en la forma x?+ 2(х)(3у) + (3у)?, se trata de 
un trinomio cuadrado perfecto; por lo tanto, factorizamos en la forma: 


х + бху + 9y? = (x + Зур 


B. Ya que 9X? - 12xy + 4y? = (3х)? - 2(3х)(2у) + (2у)?, factorizamos: 


9x? – 12xy + Ay? = (3x - 2y)? 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.4. Trinomios 


EJERCICIO 8 


Factorice: 
1. x + 8x4 16 . Z? + 25 + 10z (ordene primero) 


2. xi -2xy + у? . -Z? + 14z - 49 (factorice -1) 
3. 16y? - 56y + 49 . -36m? - 60mn - 25n? 
4. 4а? - 12ab + 9b? . c-18c + 81 


En la factorización del polinomio x? — 9x observamos que el polinomio tiene a x 
como factor común, luego: 
х – 9х = x(a? — 9) 


Después де factorizar, uno de los factores, x? — 9, se puede seguir factorizando, 


entonces: 
3 


9x = x(x — 9) = x(x — 3)(x +3) 


X 


Los factores que quedaron al final, no se pueden factorizar más. Cuando no se pue- 
de continuar factorizando, la factorización se ha hecho completamente. 


EJEMPLO 


Factorizar completamente 5mx? -15mx4- 10m 
Solución: 
Primero extraemos factor común: 


5mx - 15mx + 10m = 5m(é - Зх + 2) 


El primer factor no se puede factorizar más. Con el segundo factor se continúa 


el proceso, luego la factorización completa es: 


5mx? – 15mx + 10m = 5m(X? - Зх + 2) = 5m(x - 2)(x - 1) 
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B 3 Para factorizar completamente un polinomio es conveniente tener en cuenta: 


1% 


Y Ordenar el polinomio. 

Y Identificar si hay factor común y extraerlo. 

wW Si el número de términos es dos o tres, remitirse a la factorización de binomios 
o trinomios. 


EJERCICIO 9 


Factorice completamente los siguientes polinomios: 


. бабе? – 5bc 10. 9(a + 4) - ca + 4) 

. 28a? - 630? 11. y? + 8у + 16 – 252? 

. 338 + Зх^у? 12. 30х? + 35x – 15x? 

. Зх? + 81x 13. 2x – 3ó – 9х? 

. 2ту+2т+ у? + 1 14. 35xy? - 21xy - 14x 

. 5x* - 40xy? 15. 3bz? - 24bz + 48b 

. дах? - 20ax + 24a 16. a^b? - 9а? - 4b? + 36 

. Зах? - 12a + 2х? - 8 17. (х2 - 4х + 3y? - (х? - 4x + 3)16 
. 5mn - 45mm? 18. 8 az? - 36az - 20a 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9. 


3.5. Expresiones racionales 


Volvamos a la segunda parte de la situación inicial. Sea xyz un nümero cualquiera 
de tres cifras, donde las variables x, y, z representan las cifras (diferentes entre sí) 
de las centenas, decenas y unidades, respectivamente. 

Debido al valor posicional de las variables, el número corresponde a la expresión: 
m = 100x + 10y +z. 


La suma de todos los números de dos cifras, que resultan de las combinaciones 
posibles, es: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.5. Expresiones racionales 


s = (10x + y) + (10y + x) + (10x + z) + (10z + x) + (10y + z) + (10z + y) 


Sumamos términos semejantes: s = 22x + 22y + 22z 
La suma de las cifras esr=x+y+z 


Dividimos s porr : 
5 22x + 22y + 222 


r xtyctz 
En el numerador factorizamos 22, que es factor comün: 
22(x + y * z) 


Y luego simplificamos: 


S = 22x 22y 222  22(xx+y+z) —2 
r xtyctz xtyctz 


2 


Esto indica que para cualquier nümero de tres cifras, diferentes entre sí, al seguir 
las indicaciones mencionadas en la situación inicial, ¡el resultado siempre es 22! 


En esta sección trabajaremos con expresiones como 


2x 22у +222 
х+у+2 


que se obtienen al dividir dos polinomios. 


(r4 
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Tome dos números enteros distintos y halle la diferencia de sus cuadrados; reste 
los dos números iniciales, y finalmente halle el cociente entre los dos resultados 
obtenidos. Repita el proceso anterior con otro par de números diferentes. 
Recoja en la siguiente tabla varios de los resultados del grupo. 
¿Qué relación hay entre la última columna y las dos primeras? 

ds uu: "S z 
La expresión sl de la ültima columna es otro ejemplo de una expresión ra- 
cional. 


Veremos más adelante la manera de simplificar expresiones como ésta utilizando 
factorización. 


Diferencia Resta Cociente: 
de cuadrados: de nümeros: 
М-х-у mnc 


Primer Segundo 
nümero: x nümero: y 


Ejemplos de expresiones racionales: 


-Ax'iy 2у+4 5-4 , p-4n-5 , x! c 8x 416 
18x?y! ^ 3y+6 ^ х-27  m—-25 ^ x'-3x-28 


Comencemos simplificando expresiones racionales identificando un factor comün 
en el numerador y el denominador y luego los cancelamos: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.5. Expresiones racionales 


EJEMPLOS 3 B 
Simplificar las expresiones racionales dadas: | 


-24xiz? 2y +4 4-0 
шог Eme = тер 
y+6 а-а 


Solución: 


A. Un factor común del numerador y el denominador es 6x?z* entonces 


-24х325  (6x 2) 4х2?) -4xz 
MA E 


También podemos llegar al anterior resultado aplicando las propiedades 


de las potencias, como vimos en la sección 2.5: 


247 _ -24 xX? P -4 = 
18x?z* I Хх 25 


Б коеш 
= Sue 


Z 


Factorizamos y luego simplificamos: 
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Volvamos a la situación planteada al inicio de esta sección. La diferencia de los 
cuadrados de los números se escribe como: x? — y?; la de los números: x — y, y por 
x -у? 

xy ' 


último, el cociente como: 


2 2 


X 
Por consiguiente, hay que simplificar la expresión = - | 


Factorizando el numerador (diferencia de potencias iguales) y simplificando el fac- 
tor comün x — y, se obtiene: 


x-y ARE) _ 


х-у œ) ца 


Así, el cociente que se obtiene es la suma de los nümeros tomados. 


Compruebe este resultado con los nümeros que aparecen en la tabla inicial. 


EJEMPLOS 


Simplificar las expresiones racionales dadas: 


х2 + 8х +16 
ЕЗ 28 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 


3.5. Expresiones racionales 


БЫ 
тос 


Factorizamos el numerador como una diferencia de cubos 
y luego simplificamos: 


22 ?+4х+1 
PEE + = шигүү 


y+1 (y ++) 1 


y*1 (у+т1)(у?-у+1) у?-у+1 


Factorizamos los trinomios y luego simplificamos: 


x+8x+16_ (XFA (хва) ха 
x?-3x-28 (х-7)(х+4) (х-7)(х+4) x-7 


п?-4п-5 _ (п—5)(п+1) нт 


n?- 25 (п—5)(п+5) n+5 


бх?-19х-7 _ (2х—7)(3х+1) _ 3x+1 
4x? -28x+ 49 О), 2x -7 


Al factorizar el numerador no se obtiene directamente el mismo factor 
del denominador 
уг-2уг15 ЕЕЗ) 
5=y Sy 
Si en el denominador factorizamos –1 у organizamos el binomio, podemos 
simplificar: 


E y) 
- 15) 


EN 


ar 
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t] 


EJERCICIO 10 
A. Simplifique: 


x + Зх? y^*3y – 18 


^ Xx T3 


За?+ ба? 2х?-5х-3 
12a*+ 9а° i 2х°+ 9х +4 


220130 
n?-- 8n- 20 


y?+8y+15 
у?+у-6 


m?- 81n? 
m?-11mn+18n 


2 


а?+ 2а+ 4 
58 


ac - 3ad 4 2bc - 6bd b?-10b +21 
2ас + bc - баа - 3bd '"  b?-115 +28 


зат? 120 2013 
9am? - 27am + 18а б 6x! 7x -3 


2 yd D 2 
5x^y = 5x^y + 30x 18 4m?- 12m +9 
10xy? - 60xy + 90x ; 2т-3 


DA 
А +12 
de medicamentos que se prescribe а los niños. En esta expresión, А repre- 


. En medicina, la expresión racional se usa para determinar la dosis 
senta la edad del niño y D la dosis que se aplica a un adulto. ¿Cuál es la 
diferencia en la dosis para un niño de 3 años y para otro de 7 años? Dé la 
respuesta como una expresión racional simplificada en términos de D. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 3.6. Ejercicios finales de la Unidad 3 


3.6. EJERCICIOS FINALES DE LA UNIDAD 3 3 B 


A. Represente 4x? + 12x como producto de factores, de tres maneras. 


B. Factorice (factor común): 
9g - 3h ; Зих + Зух - 3uy - Зуу 
12244 + 3cd? – 3cd? : 124252 + 2a*b 
6 — 2W – 32+ wz : 69(2 - a) - 5h(2 - a) 
1107-3117 .  sr+3s+2rt+6t 
4x(y — 1) + 5z(y – 1) (ayuda: agrupe términos) 


. Factorice diferencia o suma de potencias con exponentes iguales: 
Ї! AR 5. 862-1 
eg x? - 49 


2. 6 
3. а?-64 7. учл 
4 8 


y +64 243 +? 

. Factorice los siguientes trinomios: 
с?+с-12 . 2182-71-15 
Ф +7d-18 . 12k? * 2k - 24 
x! - 10 - 3x . 3 7st « 2€ 
(ayuda: ordene primero) .00 3X3 + 10xy + 8y? 
-30 +a + a? .  -5a?+36ab-7b? (133. 


. Factorice los siguientes trinomios cuadrados perfectos: 
1.  xi- 1x «49 4. y2-6y+9 


2. | 9X -24xy + 16у? 5. — Az 412249 
3. | -30m?n + 25m^ + 9? : 28055 + 49a + 4b? 


ae 
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F. Factorice completamente: 
2w? - 72 

Xy – бу + xz- 6z 
-8у2+ 26y - 15 

6y? - 54y 

xy -3)- 16(y - 3) 
ci 

352+ 81 

5x? + 10xy + 5y? 


9 NO боддоо Мо D 


. Simplifique cada expresión racional: 


x^ 2x 

х2-4 
Зу-9 

у?- 6у +9 

х2 + 7x – 18 

x!-3x +2 

x-1 

1-x 

y? - 9y + 20 

y^-2y-35 


6. 


7. 


4b?c - 7b? - 36c + 63 
10x? + 19x - 15 
у-у? 


х?у – 2xy + y – 3x/z + 6xz – 32 


z?-14z +49 
2°-49 

xi-1 

х2-1 


у?+ Зу? 
у?-9 


а?-14а+ 45 
d? - 1ба+ 63 


Ecuaciones 


BREVE HISTORIA DE LAS ECUACIONES 


El álgebra es familiar a la mayoría de las personas en forma de ecuaciones que 
hay que resolver, bien sea en ejercicios escolares o para modelar problemas 
en cualquier disciplina. 


La representación de cantidades desconocidas por medio de símbolos, la 
cual es fundamental en el álgebra, evolucionó de manera bastante lenta. 
Aunque los antiguos matemáticos egipcios y sumerios trabajaron problemas 
que involucraban cantidades desconocidas, no los expresaron en forma de 
ecuaciones como lo hacemos hoy en día. No fue sino hasta el siglo XVI cuan- 
do empezaron a escribirse en la forma que nos es familiar. 


Tenemos en la actualidad varios métodos para resolver ecua- 
ciones, incluyendo el uso de gráficas. Esto fue posible gracias al 
resultado de René Descartes quien reunió la Geometría y el Ál- 
gebra en el sistema de coordenadas cartesianas el cual permite 
que una ecuación sea representada de manera gráfica. 


Es imposible desligar el álgebra elemental de la geometría ya 
que fue en la geometría de dos y tres dimensiones que las pri- 
meras ecuaciones algebraicas surgieron asociadas a problemas 
prácticos muy específicos donde no se disponía de una siste- 
matización que pudiera reconocerse como el álgebra actual; 
sin embargo, estos problemas proveen los orígenes del álgebra 
como fue formulada posteriormente. 


TABLETA DE ARCILLA de Babilonia. 


(1800 - 1600 A de C.) 
Evidencia de las matemáticas en Babilonia. 


Pieza perteneciente a la Colección de la 
Universidad de Yale. Las tabletas de arcilla de los babilónicos que se encuentran en 


(Foto de Bill Casselman del Departamento de Matemá- el Museo Británico incluyen muchos problemas que ahora se 
ticas de la Universidad de Columbia Británica). formularían como ecuaciones cuadráticas o cübicas. Éstas es- 
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NUEVE CAPÍTULOS DEL ARTE DE LAS 
MATEMÁTICAS (Siglo I А de C.) 

El texto chino Jiuzhang suanshu o Chu Chang 
Suan Shu incluye un capítulo sobre solución de 
ecuaciones. 


PAPPI 


ALEXANDRINI 
MATHEMATICAE 
Collcétioncs. 


A FEDE RIGO 
ом 


с MAN D:IN 0 
VRBINAT £ 


In Latinum Conueríz, & Commentarij: 
Шийтих. 


ix xd c 


VENETIIS 
Apud Francifcum de Francifcis Senenfem. 


M. D. LXXXIX. 


PRIMERA EDICIÓN IMPRESA de la obra del 
matemático Pappus de Alejandría. 
Editada en Venecia en 1589 


tán relacionadas con proyectos de 
construcción e involucran trabajar 
con áreas y volúmenes. 

Los primeros problemas eran ex- 
presados en palabras por los babi- 
lonios y los egipcios y aün por los 
matemáticos muchos siglos des- 
pués, por ejemplo "la longitud de 
una sala es igual a su ancho más 1 
codo; la altura es la misma que su 
longitud menos 1 codo". 


Los babilonios no intentaron traba- 
jar con reglas generales o métodos 
para tratar con problemas de este 
tipo. Se ocupaban solamente con 
lo específico de cada problema y 
parece que no dominaban un algo- 
ritmo general que pudiera ayudar- 
les a resolver todos los problemas 
del mismo tipo. Los antiguos egip- 
cios también resolvieron proble- 
mas prácticos que ahora se expre- 
sarían como ecuaciones lineales o 
cuadráticas pero sin recurrir a una 
notación formal y sin reconocerlas 
como ecuaciones. 


El texto chino Los nueve capítulos 
(siglo | a.C.) incluye un capítulo 
sobre la solución de ecuaciones 
lineales simultáneas de dos a sie- 


WILLIAM OUGHTRED (1574 - 1660) 
Ministro anglicano nacido en Inglaterra. 
Dedicó su vida a las Matemáticas, la 
Astronomía, la Gnomónica y es famoso 


por haber inventado la Regla de cálculo. 
Fue el primero que empleó el signo de 
multiplicación ( X ). 


эз 
9 -+ $ Wiltbndas yf» 
4——1» fenoderdefigleya 
3 +30 den Sofumier 
4——19 diezentenerond 
3 + 44 оппо аван 
3 + 22 —i(E/dasift mi» 
Sener 3——1 1 tb nus d3 feg efons 
3-8 49 Dderonnd werden 
4——16 4539 (So 
3 T 44 du die zendener 
3 29 58 gemachete 
3 —*—12 baftunnbodas / 
з + 9 + Ddasifi mer 
92150 Xddiereft Jondo »$ minus. шп 
folcdufúr бод abfdalaben allweeg {Че 
ainlegel 24 tb. OnddasifE 1 3 mal 24. 
vnb madyt 3 12 [6 darjdaddierdas — 
9261 >s £5 undroerden 3 87. Фус(164 
trabier von 453 9.0n0 Bleyben 415 2 
Ib. Tun fprid) 1 00 6481 й cinzenener 
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PÁGINA DEL LIBRO DE ARITMÉTICA 
MERCANTIL o Behende und hüpsche 
Rechenung auff allen Kauffmans- 
chaff. Editado en Leipzig en 1489. 
Donde el alemán Johann Widman utilizó 
por primera vez los signos más (+) y 
menos (~). 


te incógnitas; éstas podían incluir 
coeficientes negativos (es el primer 
uso, que se tiene registro, de los nú- 
meros negativos). 


El método usado se conoce hoy 
en Occidente como el método de 
eliminación de Gauss, en honor a 
Carl Friedrich Gauss quien lo utilizó 
2000 años después. 


Pappus de Alejandría, siglo IV, fue 
el primero que estableció de ma- 
nera clara, que problemas algebrai- 
cos con ecuaciones lineales están 
relacionados con líneas rectas o en 
una dimensión; con ecuaciones de 
segundo grado están relacionados 
con áreas o en dos dimensiones y 
problemas con ecuaciones de ter- 
cer grado o cúbicas, con volúme- 
nes o en tres dimensiones. 


Al-Khwarizmi, matemático árabe, 
presentó en el siglo IX métodos 
para resolver ecuaciones lineales y 
cuadráticas utilizando “completa- 
ción y balanceo”. Solamente consi- 
deró números enteros positivos en 
las ecuaciones y en sus soluciones; 


ROBERT RECORDE (с. 1510 - 1558) 
Matemático y médico inglés. Profesor en 
Oxford y en Londres. Utilizó por primera 
vez el signo igual (=), y desarrolló un 
método para extraer la raíz de un polino- 
mio algebraico. 
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JOHANN HEINRICH RAHN (1622 -1676) 
En 1659 inventó para la división el signo +, 
que resulta bastante gráfico una vez que la 
barra de fracción es norma general. No tuvo 
mucho éxito en su país, Suiza, pero sí en 
Gran Bretaña y los Estados Unidos, aunque 
no tanto en la Europa continental. 


escribía todos los problemas y sus soluciones en palabras y no tenía notación sim- 


bólica. 


En el siglo XVI Gerolamo Cardano explicaba cómo resolver ecuaciones cübicas y 
aün de cuarto grado. Para las ecuaciones de grado quinto o mayor, los esfuerzos 
resultaron infructuosos. En 1824, Niels Henrik Abel demostró que no era posible 
encontrar fórmulas generales para resolver ecuaciones de grado quinto o mayor. 


Los símbolos que se utilizan en las ecuaciones surgieron como se muestra en la tabla. 


NOMBRE 


Suma 

Resta 

Raíz cuadrada 
Igual 
Multiplicación 
Constantes 


Variables 


División 


SÍMBOLO 


a, b, c 

para cantidades 
conocidas 

X, y, z para 
cantidades 
desconocidas 


FECHA 
1489 
1525 


1557 
1618 


1637 
1659 


МАТЕМАТ!СО 
Johann Widmann, Alemania 
Christoff Rudolff, Alemania 


Robert Recorde, Inglaterra 
William Oughtred, Inglaterra 


René Descartes, Francia 
Johann Rahn, Suizo 


Tomado de The Story of Mathematics, from creating the pyramids to exploring infinity. Anne Rooney, Arcturus Publishing 
Limited, Londres 2008. Traducido. 
Historical topics for the Mathematics classroom. National Council of Teachers of Mathematics. 1969, Washington D.C. Tra- 


ducido. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 


Introducción 


Al enfrentarnos a cualquier situación que involucra la matemática recogemos ini- 
cialmente alguna información y desconocemos otra; conocer esa información fal- 
tante es un objetivo que muchas veces se logra planteando adecuadamente una 
о varias ecuaciones. 

En esta unidad encontraremos ecuaciones de primer grado con una incógnita, 
en donde se mezclan lo aditivo y lo multiplicativo (sección 1.4), un tipo particular 
de ecuaciones llamadas proporciones y ecuaciones de segundo grado con una 
incógnita. 


Situación inicial 


Para el aniversario de una tienda por departamentos, el administrador decide rea- 
lizar una serie de descuentos. 


1. Enla sección de eléctricos la tienda ofrece un 1696 de descuento en todos 
los artículos y en algunos ha colocado un bono por $20 000 (que se pue- 
de utilizar en el momento de pagar). En esta sección el cliente elige una 
de las dos opciones cuando el artículo tenga el bono. Al llegar a la caja el 
cliente, sonriendo, le dice al cajero: «cualquiera de las dos opciones que 
ofrece la tienda me hace el mismo descuento sobre el artículo que llevo, 
así es que, escoja usted». Efectivamente, el cajero asiente y realiza el des- 
cuento. ¿Cómo se explica esto? 


2. En la sección de ropa la tienda ofrece dos modalidades de descuento: la 
primera, uno del 3096 sobre el precio del artículo; la segunda, dos des- 
cuentos sucesivos del 1596. En esta sección el cliente elige una de las dos 
modalidades. De nuevo, el mismo cliente, al acercarse a pagar le dice al 
cajero: «es tonto que pongan esas dos alternativas, ya que es obvio que 
va a dar lo mismo, sin importar el precio del artículo». ;Es cierto lo que 
afirma? 
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3. Por último, en la sección de calzado, se ofrecen dos descuentos, uno del 
10% y otro del 30%, ambos atinentes al mismo artículo, pero el cliente 
debe elegir el orden en el que el cajero los aplique. Así que se acerca al 
cajero y le pide: «quiero que primero me haga el descuento del 30% y 
luego el del 10%», y añade: «el administrador de esta tienda piensa que 
nos va a embolatar con esto de los descuentos, pero ¿quién no sabe que 
si primero lo hacen con el del 30% están descontando más dinero que si 
se comenzara por el del 10%?». ¿Es esto cierto? 


4.1. Ecuaciones de primer grado con una incógnita 
En la sección 1.4 se hizo una introducción a las ecuaciones en situaciones como: 


Al final del mes las cintas de video que hay en la videotienda son 6543; si durante el 
mes se adquirieron 1232, ¿cuántas tenía la tienda al comenzar el mes? 


La letra x representa el número de cintas que tenía la tienda al comenzar el mes; 
con la ecuación aditiva x + 1232 = 6543 representamos la situación anterior. 


Para hallar el valor de la incógnita x, procedemos así: 
Sumamos en ambos lados de la ecuación el inverso aditivo de 1232, que es -1232: 
x + 1232 + (-1232) = 6543 + (-1232) 


Simplificamos y obtenemos: 
x=5311 


Гэ 


El planteamiento de la siguiente situación conduce a una ecuación multiplicativa: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1. Ecuaciones de primer grado con una incógnita 


Al precio de un artículo se le descuenta la cuarta parte del precio inicial vendiéndose a 
$ 3600; ;cudl era el precio inicial del artículo? 


Representemos con x el precio inicial del artículo; al descontar la cuarta parte del 
precio, pagaremos las tres cuartas partes del mismo. Entonces planteamos la ecua- 


ción multiplicativa: ut 3600. 


Para resolverla, multiplicamos ambos lados de la ecuación por el inverso multipli- 


. 3 4 
cativo de 4 quees 37: 


E. МРН A 
4 37 х= 3600 3 


Simplificamos y obtenemos el valor de la incógnita: 


x = 4800 


NL 


Las ecuaciones x + 1232 = 6543 , y, 4-х = 3600 que hemos planteado son de 
primer grado con una incógnita. 


Ahora continuemos con el estudio de ecuaciones de primer grado con una incóg- 
nita, donde intervienen lo aditivo y lo multiplicativo. 


Volvamos a la parte 1) de la situación inicial. Representemos con x el precio del 
artículo. Como el artículo que lleva el cliente tiene un bono de $20 000, el precio 
a pagar sería x — 20 000. Si la tienda le hace el 1696 de descuento, el cliente debe 
pagar 100% — 16% = 84% del artículo; por lo tanto, el precio a pagar es 0.84x. Nos 
interesa saber para qué precio del artículo ambos descuentos son iguales. Eso nos 
lleva a la ecuación de primer grado con una incógnita: x —20 000 = 0.84x. 
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Reunimos términos semejantes y simplificamos: 


x—20000 = 0.84х 
x—0.84x = 20000 
0.16x = 20000 


Dividimos en ambos lados de la ecuación por 0.16 y obtenemos: 


_ 20 000 
0.16 


x — 125 000 


AA dn. 


= Si el precio de un artículo que tiene bono es de $185 000, ¿cuál descuento es 
más conveniente? 


= Y si es de $96 000, ¿cuál descuento resulta más favorable? 


Otros ejemplos de ecuaciones de primer grado con una incógnita: 


A. 3x-2=10 Е 2-2 3.2 7 
х х 6 

В. 7у-14-2у-9 p 2-1-5 
3 y y 

C. 6(2+3)-4=5(Q-2) е = gau EA 
x—3 x—3 

D. Ё аас. с =l 

10 


Veamos cómo resolverlas. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1. Ecuaciones de primer grado con una incógnita 


EJEMPLOS 


A. Hallar la solución de la ecuación 3x - 2 = 10 


Sumamos el inverso aditivo de — 2, еп ambos lados de la ecuación: 


3Х-2-2-108:2 


Simplificamos: S= 12 


Multiplicamos por el inverso multiplicativo de 3, en ambos lados de la 


ecuación: 


Simplificamos y tenemos la solución de la ecuación: 


x=4 


B. Resolver la ecuación: 7y + 14 2 2y +9 


Reunimos términos semejantes y simplificamos: 


7у+ 14 = 2у+9 
7y-2y = 9-14 
5у = 


14 


UnivERsIDAD ЈОВСЕ ТАРЕО LOZANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERÍA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BÁSICAS 


v^ Podemos comprobar que y = —1 es la solución de la ecuación 
7y * 14 = 2у +9, ya дие al sustituir y por —1 llegamos a una identidad. 


7(-1)-14 = 2(—1)+9 


Realizamos las operaciones indicadas y obtenemos: 


EJEMPLOS 


C. Resolver la ecuación: 6(2+ 3) – 4 = 5(2 – 2) 


Eliminamos los paréntesis, reunimos términos semejantes y simplificamos: 


621 18-4 = 10-5z 
6Z + 52 10-4-18 
12 -4 


Despejamos la incógnita z (dividiendo por 11 ambos lados de la ecuación) 
y obtenemos la solución: 


D. Resolver la ecuación: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1. Ecuaciones de primer grado con una incógnita 


Sumamos — en ambos lados de la ecuación y simplificamos: 4 1 


Ein 
2 


3 
+ == 
10 


Multiplicamos por 4- en ambos lados de la ecuación y simplificamos: 


Otra manera como podemos resolver las ecuaciones que involucran fracciones es 
multiplicando cada término de la ecuación por el mínimo común múltiplo (m.c.m.) 
de los denominadores. De esta manera obtenemos una ecuación equivalente. 


(147 


En la ecuación anterior I — — = — , el m.c.m. de 5, 10 y 2 es 10. 
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Multiplicamos cada término por 10 y simplificamos: 
8 3X 1 
10(5х -g) = 10(7) 


10-2x 10-5. = 103 


5 10 
lóx-3 = 5 
lóx = 5+3 
_ 2 
* 16 


En las ecuaciones de primer grado en las cuales la incógnita aparece en el deno- 
minador, es importante tener presente que el denominador no puede ser cero. 
Así, al resolver una ecuación comprobamos que al remplazar el valor de la incóg- 
nita, el denominador no dé cero. En estas ecuaciones es muy ütil hallar el m.c.m. 
entre los denominadores para eliminarlos y resolver una ecuación equivalente 
pero más sencilla. 


EJEMPLOS 


v 2 3 
E. Resolver la ecuación D + PEN 


Tenemos en cuenta que x z 0. 
El m.c.m. entre x y 6 es 6x. Multiplicamos cada término por 6x y simplifica- 
mos: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1. Ecuaciones de primer grado con una incógnita 


T 30 E E 
La solución no es 0, porlo tanto x = T 85 solución de la ecuación. 


F. Resolver: 2 - | s jue 


El m.c.m. entre 3 y y es Зу. Multiplicamos todos los términos por Зу y obte- 


nemos: 


Жез 
у 


150, 


d 
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G. Resolver ал +2= 20 


x-3 x-3 
En esta ecuación x no puede ser 3 ya que el denominador se anula; esto es, x z 3. 


Multiplicamos cada término por х – 3, simplificamos y obtenemos: 


Ж S3 EU S3 
х-3 


7х+2х-6 
9х-4х 
5x 


X 


Habíamos precisado que x no puede ser 3; de modo que la ecuación no tiene 
solución. 


En los siguientes ejemplos verificamos si un número real es solución o no de una 
ecuación. 


v/ Si queremos verificar si x = —4 es solución de la ecuación 4х—2 = —30 — 3x, 
¿cómo procedemos? 


Sustituimos x por — 4 en la ecuación: 


4(-4) - 2 = -30 - 3(-4) 


y obtenemos: 


Concluimos que x=-—4 sí es solución de la ecuación 4x – 2 = -30 – 3x 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1. Ecuaciones de primer grado con una incógnita 


Y ¿y = 8 еѕ solución de la ecuación 3y — 1 = 25? 
Remplazamos y por 8 en la ecuación, así: 


3+8—1=25 


y obtenemos una proposición falsa: 


ET 


Por lo tanto, у = 8 no es solución de la ecuación 3y — 1 = 25. 
Volvamos a la parte 2) de la situación inicial: 


La tienda ofrece en la sección de ropas dos modalidades de descuento, una del 
3096 y la otra de dos descuentos sucesivos del 1596. Representemos con x el precio 
del artículo, entonces 0.70x es el precio a pagar si le aplican el 30% de descuen- 
to. En la segunda modalidad tenemos: 0.85x precio a pagar si le aplican el primer 
descuento de 15% (paga el 85%). El segundo descuento de 15% se aplica sobre 
0.85x, es decir, la expresión: 0.85 (0.85x) es el precio a pagar utilizando la segunda 
modalidad. 

Para verificar si cualquiera de las dos modalidades es igual, sin importar el precio 
del artículo, procedemos a igualar las dos expresiones: 0.70x = 0.85 (0.85x). Hemos 
llegado de nuevo a una ecuación de primer grado con una incógnita; resolvámosla: 


0.70x = 0.85(0.85x) 
0.70x = 0.7225x 
0.7225x -0.70x = 0 


E- Я 


Si remplazamos x por cualquier nümero diferente de cero la anterior igualdad es 
falsa. (No hay un nümero real distinto de 0 que multiplicado por 0.0225 dé 0). 


(EN 
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La ecuación 0.70x = 0.85 (0.85x) no tiene solución. 


Interpretamos esto diciendo que el cliente se equivocó; ¡no es cierto que cualquier 
modalidad de descuento sea igual! 


= ¿Cuál de las dos modalidades es más favorable? 


Veamos otro ejemplo: 


EJEMPLO 


Resolver: 


8(3y-5) = 4(6y- 2) 
24y - 40 24y -8 
24y – 24y -8 +40 
Oy 32 


Sustituyamos y en esta última ecuación, por cualquier número real; por ejem- 


ДШ 
mus 


plo 32, -32, 0, 
025270 0-(-32)-0 0-(0)-0 
En todos los casos el resultado es 0 y no 32. 


Así, la ecuación уш E e - no tiene solución. 
4 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1. Ecuaciones de primer grado con una incógnita 


Ahora retomemos la parte 3) de la situación inicial: 


La tienda ofrece en la sección de calzado dos descuentos, uno del 3096 y otro del 
1025, y el cliente debe elegir cuál le hacen primero. De nuevo representemos con x 
el precio del artículo, entonces 0.70x es el precio si le aplican el 30% de descuento 
(paga el 70%); si luego le aplican el 10%, paga el 90% del precio anterior, es decir: 
0.90(0.70x). 


5110 hacemos al contrario, aplicamos primero el 10% y luego el 30%; siguiendo el 
mismo análisis anterior, tenemos que el precio a pagar es: 0.70(0.90x). 


Veamos qué sucede si igualamos ambas expresiones, es decir, queremos estable- 
cer si hay algún precio en el que dé lo mismo aplicar el descuento en diferente 
orden. La ecuación de primer grado que se obtiene, también en una variable, es: 
0.90(0.70x) = 0.70(0.90x); la resolvemos y obtenemos: 


0.90(0.70x) = 0.70(0.90x) 
0.63x = 0.63x 
Si remplazamos x por cualquier nümero real la anterior igualdad es verdadera. 


(Cualquier nümero real hace verdadera la igualdad). 


La ecuación 0.90(0.70x) = 0.70(0.90x) tiene infinitas soluciones. 


De manera que nuevamente el cliente se equivocó; el orden en que se realicen los 
descuentos no afecta el precio a pagar. 


Veamos otro ejemplo: 


EJEMPLOS 


Resolver 3(2x- 4) + 5 = 6x- 7: 
6x- 1205 


6x- бх 
Ox 
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Interpretemos la ecuación anterior. Si la incógnita x se remplaza por cualquier 


número real, se satisface la igualdad. 
Verifiquemos remplazando x por 5, -2, 0, y= : 


Por lo tanto, la ecuación 3(2x- 4) + 5 = 6x- 7 tiene infinitas soluciones. 


EJERCICIO 1 


A. Resuelva las ecuaciones: 


Ол 


6 
х 
2 


ox 


5(3y - 6)+ (7 - 2y) = -12 
0.7m - 1.75 = 1.68 . 3(2m-6)+9=12-5m 
0.1n4 1.22 0.3- 1.3n . 0.6(0.2t- 1.2) 2 0.4(0.3 + O.4t) 
7(6-3m)-5(m+2)=21 


B. Verifique si los valores dados son solución de las ecuaciones dadas: 


1. y=-3; de3(2y+7)-11=4(y+1) 
2. x25; de Х+7— 4—5х 
9 7 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1.1. Problemas de aplicación 


2n +10 2n + 10 


C. Verifique si las ecuaciones dadas son equivalentes: 
-6m=10 y -23т-11)--12 


+8=-14 
30х +8 2 


6+5y=-4y y x 
5 


3x 
n 


20n-9=66 y 


D. Indique qué parejas de ecuaciones son equivalentes: 
1. 3(5x-7)-20=4(6x-9)+ 11 
go СЕ а. 7х+б=х-1 
XPZ 
UU SEE b. -20x-41 = -36 


2xX+3 _ 
2x-1 с. 5x+10=3x-3 


4.1.1. Problemas de aplicación 


Ahora veamos cómo se resuelven algunos problemas en los que el modelo que 
se emplea para representar la situación es una ecuación de primer grado con una 
incógnita. 


2156) 
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PROBLEMA 1 


La suma de tres números enteros consecutivos es 471. 
¿Cuáles son los números? 


Solución 
Representamos con x, x+1 y x+2 los tres números consecutivos. 


Con la información que suministra el problema, planteamos la ecuación: 
x+(x+ 1) + (x+ 2) = 471 


Resolvemos la ecuación: 
X+xX+1+x+2 = 471 
3x+3 471 
3x = 471-3 
х = 498 
3 


х= 156 


Los tres números consecutivos son: 156, 157 y 158 


Para resolver problemas es importante tener en cuenta: 


Y Leer el problema y asegurarse de comprender la información. 

v/ Seleccionar los datos conocidos y por medio de una letra representar la pre- 
gunta formulada. 

v^ Con la información dada plantear la ecuación. 

v^ Resolver la ecuación. 

Y Interpretar la solución y dar respuesta al problema. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1.1. Problemas de aplicación 


PROBLEMA 2 


Un hombre tiene $162 000 en billetes de $5000 y $2000. Si en total tiene 48 bille- 
tes, ¿cuántos billetes tiene de cada denominación? 


Solución 


Representemos con x la cantidad de billetes de $5000; si en total hay 48 billetes, 
48 — x representa la cantidad de billetes de $2000. 


5000x: dinero en billetes de $5000. 
2000(48 — x): dinero en billetes de $2000 


Sumamos el dinero en billetes de $5000 con el dinero en billetes de $2000 y ob- 
tenemos el total de dinero, es decir, $162 000: 


5000x + 2000(48 — x) = 162 000 
Resolvemos la ecuación: 
5000x + 96 000 — 2000x = 162 000 
3000x — 66 000 


_ 66 000 
3000 


х= 22 


Remplazamos para hallar el nümero de billetes de $2000: 


48 — x = 48 — 22 = 26 


Hay 22 billetes de $5000 y 26 billetes de $2000 


(EA 
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PROBLEMA 3 


Juan tarda 10 horas en pintar una bodega y Pedro tarda 15 horas en pintar la mis- 
ma área. Se necesita que la bodega esté lista en menos de 8 horas. ¿Trabajando 
juntos pueden tenerla lista en el tiempo requerido? 


Solución 

Juan tarda 10 horas en hacer el trabajo, luego en 1 hora hace: ug de trabajo. 
Pedro tarda 15 horas en hacer el trabajo, luego en 1 hora hace: us del trabajo. 
t: tiempo necesario para pintar la bodega, trabajando ambos simultáneamente. 


L: es la parte del trabajo que realizan en una hora. 


Trabajando juntos pueden hacer + is del trabajo en una hora. Por lo 


tanto planteamos la ecuación: 


Para resolverla multiplicamos primero por 30 t, que es el m.c.m. de los denomi- 


nadores: 


шоо 


1 
+ 30t - > 
25) 15 t 


2a 
10 


30t : 
Simplificando obtenemos una ecuación sin fracciones: 
3t+2t=30 
5t=30 


t=6 


La bodega la tienen lista en 6 horas trabajando juntos. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.1.1. Problemas de aplicación 


EJERCICIO 2 


Resuelva los siguientes problemas: 
1. Lasuma de dos números impares consecutivos es 340. ¿Cuáles son los dos 4 1 
nümeros? 
La suma de tres nümeros enteros consecutivos es 307 menos 5 veces el 
menor. ¿Cuáles son los números? 
El número de varones que hay en la orquesta es 8 más que el doble de mu- 
jeres. Si 80 varones tocan en la orquesta, ¿cuántas mujeres hay? 
Encuentre dos números tales que uno sea los tres séptimos del otro y que 
la suma sea 600. 
Se cuenta con 42 cajas, en las que se pueden empacar 5 o 7 raquetas en 
cada una. Se han empacado un total de 250 raquetas; ¿cuántas cajas de 
cada clase se utilizaron? 
Un boleto de entrada al circo vale el doble para un adulto que para un niño. 
Si en total se pagaron $95 500 por la entrada de 17 personas, de las cuales 3 
9 eran adultos, ;cuál es el costo del boleto para un adulto y cuál para un 
niño? 


: : : a 
Cinco personas recolectaron naranjas en canastas. La primera recogio 37 


1 ARS 
del total, la segunda WS la tercera s la cuarta E y la última solamente 9 


naranjas. ¿Cuántas recogieron cada una de las cuatro primeras personas? 

Después de la muerte de Diofanto, un famoso matemático griego, alguien 

describió su vida con un acertijo: 

«Fue un niño un sexto de su vida. Después tuvo barba un duodécimo más. Fico 
Un séptimo más tarde se casó y en el quinto айо de su matrimonio nació юэ. 
su hijo. Su hijo vivió la mitad de la vida que vivió él. Diofanto murió cuatro 

años después que su hijo». ¿Cuántos años vivió Diofanto? 

Una persona invierte $2 500 000 en acciones. Una parte del dinero la invier- 

te a una tasa del 6.5% y el resto al 9%. Si el interés proveniente de esta dos 

inversiones suma $191 050, ¿cuánto dinero invirtió en cada tasa? 


160, 
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. Un tanque se puede llenar en 16 horas utilizando una llave A y en 24 horas 


utilizando una llave B. ¿Cuánto tarda en llenarse el tanque si se utilizan las dos 
llaves simultáneamente? 


. Dos fotocopiadoras, A y B, pueden realizar un trabajo en 4 horas si trabajan 


simultáneamente. Cuando trabaja sola, la fotocopiadora A tarda 6 horas en rea- 
lizar el mismo trabajo. ¿La fotocopiadora B es más lenta o más rápida que la A? 


. El costo de una carrera en taxi es de $3100 para los primeros 5000 metros, más 


$50 por cada 100 metros o fracción adicional. Si el cobro fue de $5350, ¿qué 
distancia recorrió el taxi? 


. Se ofrecen dos planes mensuales pospago para telefonía móvil. 


El primero contempla cargo fijo de $5000 y por cada minuto $90. El segundo, 
tarifa única con un costo mensual de $45 500 por consumo ilimitado. 

a. ¿Para qué tiempo t el valor de la factura es el mismo en los dos planes? 

b. Auna persona que utiliza regularmente el servicio un tiempo no mayor de 


400 minutos, ¿qué plan le conviene adquirir? 
с. Para un consumo de 500 minutos, ¿cuál plan elegiría? 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.2. Proporcionabilidad 


4.2. Proporcionalidad 


4.2.1. Proporcionalidad directa 
Situación 


El bombero de la figura de la página anterior mide 1.80 metros. ¿Cuánto mide la 
enfermera? 


Imaginemos que cierta cantidad de un artículo cuesta un determinado dinero. El 
doble de esa cantidad costaría el doble de dinero; el triple de artículos, el triple de 
dinero, etc. (a menos que esté presente alguna promoción). 

En la vida diaria encontramos con frecuencia situaciones, como la anterior, en las 
que dos variables están relacionadas de tal manera que cuando una de ellas se 
duplica la otra también lo hace; si se triplica, la otra se triplica; si se hace la mitad, 
la otra hace lo mismo; en otras palabras, si una de ellas se multiplica por un nú- 
mero, la otra también se multiplica por ese mismo número. Cuando dos variables 
están relacionadas de esa manera decimos que están relacionadas en forma direc- 
tamente proporcional. 

Supongamos que están ingresando tres litros de agua cada minuto con rapidez cons- 
tante a un tanque de mil litros de capacidad. El volumen de agua que va quedando 
en el tanque es directamente proporcional al tiempo transcurrido (siempre que no 
se supere el llenado del tanque). En la tabla siguiente se muestran algunos valores: 


Tiempo (min) 


Volumen de agua (litros) 


Observemos en la tabla que a la multiplicación de una cantidad cualquiera de la 
primera fila por un número, corresponde la multiplicación en la segunda por el 
mismo número. Por ejemplo, tomemos inicialmente el tiempo 2 min. Al multipli- 
car por 5 observamos que en la segunda fila el valor correspondiente también se 
multiplica por 5: 


(CN 


den 
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X5 
Volumen (V) de agua (litros) 1.5 3/6 9/12 |30375 | 
LIII—4 
X5 


Esta relación entre los nümeros correspondientes de las dos filas de la tabla, ex- 
presada en términos de multiplicaciones, puede ser expresada igualmente en tér- 
minos de divisiones; si dividimos los valores de la segunda fila con los correspon- 
dientes de la primera: 


6 22 Ma HL 
4 10 1 12.5 


observamos que el cociente entre los nümeros correspondientes es el mismo. 


Cada una de las divisiones anteriores se llama una razón; a la igualdad entre dos 
razones, como: 


6Їйго5  12litros 
2minutos ^ 4minutos 


, se llama una proporción. 


Por medio de una razón comparamos por división dos cantidades o magnitudes. 
: 6 litros : : : - 
La razón ——. — —- nos informa que cada dos minutos ingresan al recipiente 6 
2 minutos 
litros de agua. También se escribe esta razón en la forma 6 litros : 2 minutos y se lee: 


"seis litros es a dos minutos”. 


6littos _ 12 litros 


: = 1 se escribe así mismo en la forma: 
2 minutos 4 minutos 


La proporción : 


6 litros : 2 minutos : : 12 litros : 4 minutos 
y se lee: “seis litros es а dos minutos como doce litros es a cuatro minutos”. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.2.1. Proporcionabilidad directa 


Las consideraciones anteriores conducen a otra manera de caracterizar la propor- 
cionalidad directa: 


En el ejemplo anterior, las variables V y t se pueden relacionar por medio de la 


ecuación: 


Ez = 3, о por medio de la ecuación V = 3t; la constante de proporcionalidad es 3. 


*. En cada uno de los siguientes casos examine si hay relación de proporciona- 
lidad directa entre las variables consideradas; de haberla, exprésela mediante 
una ecuación, indicando cuál es la constante de proporcionalidad. 


El lado de un cuadrado y su perímetro 

El lado de un cuadrado y su área 

Distancia recorrida y tiempo cuando un objeto se mueve con 
velocidad constante 

Nümero de horas trabajadas y remuneración recibida 
Estatura de una persona y su peso 

La altura de un árbol y su sombra 

El nümero de hojas de un libro y su peso 

El número de habitantes de una población y la cantidad de 
agua que consumen 


V V V 


ҮҮҮҮҮ 


de 


aA 
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El siguiente problema involucra proporcionalidad directa: 


иь, EJEMPLO 
Bn 


> 5 gramos de una sustancia cuestan $18 000. ¿Cuánto cuestan 8 gramos de la 
misma sustancia? 


Una vez reconocemos que las variables gramos y costo son directamente pro- 
porcionales, podemos utilizar cualesquiera de los siguientes procedimientos 
para resolverlo: 


Procedimiento 1 


Averiguamos el precio de un solo gramo dividiendo 18 000 entre 5; de 
manera que cada gramo vale $3600. Luego multiplicamos 8 por el precio 
de cada gramo, 53600, obteniendo un total de $28 800. 


Comentario: este es el procedimiento más frecuente que empleamos. Conviene 
advertir que en este proceso los 3600 que hallamos primero es la constante de 
proporcionalidad; con ésta se puede calcular el costo de cualquier cantidad de 


gramos de sustancia multiplicando por 3600, lo cual es lo mismo que tener la 
ecuación que relaciona las variables costo (C) y gramos (g): 


ЭРЧ? С- 36009 
164) 


Procedimiento 2 


Como las variables son directamente proporcionales, los cocientes entre valo- 
res correspondientes son los mismos. Podemos entonces escribir: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.2.1. Proporcionabilidad directa 


; resolvemos luego la ecuación para obtener: 


18000 — 
5 


x — 28 800 


Procedimiento 3 


Escribimos un esquema de "regla de tres” y procedemos así: 


Gramos (gr) Costo ($) 


5 18 000 
I X 
5 vx = о 18000 
8 · 18 000 


Х= = x — 28 800 
5 


La situación del comienzo de esta sección puede resolverse teniendo en cuenta 
que el tamaño de las personas que aparecen en el dibujo es directamente propor- 
cional a su estatura. Midiendo con una regla los tamaños de las dos personas en el 
dibujo y reemplazando los valores en la proporción: 


altura real del bombero _ altura real de la enfermera 
altura del bombero en el dibujo altura de la enfermera en el dibujo 
1,80 _ х 
altura del bombero еп el dibujo altura de la enfermera en el dibujo 


Despejando la x, encontramos la altura de la enfermera. 


165. 
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EJERCICIO 3 


П - A. Resuelva las proporciones: 


Ls 63. 2-9 
о 539799 1725 о а ==> 
5 2 98144716 


шигээ ДОХ OO 
у 54 
B. La razón entre libras de fertilizante y metros cuadrados de un cultivo es de 
6:9. ¿Cuántas libras se requieren para un terreno rectangular de 10 metros 
de ancho por 12 metros de largo? 


. Una señora tiene 13 tazas de harina; desea hacer galletas siguiendo una 
receta que emplea 3 tazas de harina por 1 taza de líquido (que contiene 
agua, azúcar, sal y mantequilla). Si ella quiere gastar toda la harina, ¿cuánto 
líquido debe agregarle? 


„ En un salón hay 26 personas, de las cuales 12 son varones. Halle: 
1. La razón entre la cantidad de varones y mujeres. 
2. La razón entre la cantidad de mujeres y el total de personas. 


. Si 12x = 18y, encuentre las siguientes razones: 
1. х:у 
20X 
3. x:(x * y) 


. Cada mes una compañía fabrica la misma cantidad de artículos. Si espera 
producir 150 en el año, ¿cuántos habrá tenido que elaborar al finalizar el 
mes de abril? 


. Un automóvil viaja 360 kilómetros con 9 galones de gasolina; ¿cuántos ga- 
lones necesita para hacer un viaje de ida y vuelta entre dos ciudades que se 
encuentran a 500 kilómetros de distancia? 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.2.2. Proporcionabilidad inversa 


Н. La escala de un mapa indica que 0.5 cm representan 25 km. Dos sitios en el mapa 
se encuentran a 5 cm; ¿cuál es la distancia real entre ellos? 


La razón entre dos números es de 2:3 y su suma es 115. ¿Cuáles son los dos nú- 
meros? 


. Un bote recorre 60 km en dirección de la corriente y se regresa, navegando 40 
km en contra de la corriente. El tiempo empleado en el recorrido a favor de la 
corriente fue el mismo que el empleado al navegar en contra de ella. ¿Cuál es la 
velocidad del bote en aguas tranquilas, si la velocidad de la corriente es de 20 


km/h? 


4.2.2. Proporcionalidad inversa 


Supongamos que se va a recorrer una distancia de 120 km con velocidad cons- 
tante; la tabla muestra los tiempos para recorrerla, correspondientes a distintas 
velocidades: 


Ia 


IT IN 


Al duplicar la variable velocidad, la variable tiempo no se duplica; por tanto, no 
son directamente proporcionales. Observamos que en vez de duplicarse, el tiem- 
po se reduce a la mitad. Lo que se tiene ahora es una situación que involucra dos 
variables en la cual al multiplicar una de las variables por un número (distinto de 
cero), la otra variable se divide por ese mismo número. Decimos entonces que las 
variables son inversamente proporcionales. 


Multiplicando valores correspondientes de las variables: 
15x8=120; 30x4=120; 60x2=120; 120 x1= 120 


encontramos que el producto es el mismo. 


ав 
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EJEMPLO 
Un camión tarda un día en llevar su carga desde una finca hasta la central de 
abastos y regresar. Para transportar toda la cosecha emplearía 18 días. ¿Si se 


contratan 2 camiones más, en cuántos días se podría acarrear la cosecha? 


Solución 


Las variables número de camiones (c) y número de días (d) son inversamente 


proporcionales. Si se contratan 2 camiones más, se tendrían en total 3 camio- 
nes disponibles. Como el producto de valores correspondientes es el mismo, 
planteamos la ecuación: 1 · 18 = 3 ·а 

Resolviendo la ecuación tenemos: 


La cosecha se podría acarrear en 6 días 


*. Examine otros procedimientos para resolver el problema. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.2.3. Repartos directamente proporcionales 


EJERCICIO 4 


Ocho máquinas robot fabrican, de manera independiente, un lote de piezas 4 | 
en diez horas. Si tres robots dejan de funcionar, геп cuánto tiempo produci- 
rán los restantes el mismo lote? 


Un maestro de obra contrata a cuatro obreros para construir un muro en 
seis días. Justo antes de que comiencen a trabajar, el ingeniero le dice que 
necesita el muro en cuatro días. ¿Cuántos obreros más debe contratar para 
cumplir con la solicitud del ingeniero? 


Un automóvil se mueve 30 km/h más rápido que otro, en recorrer cierta dis- 
tancia. Los tiempos que emplean en recorrerla son 2 y 3 horas, respectiva- 
mente. ¿Cuál es la velocidad de cada automóvil? 


Un ganadero dispone de forraje para alimentar a 30 vacas durante 12 sema- 
nas. ¿Para cuántas semanas dispone de forraje si vende 6 vacas? 


El plato mayor de una bicicleta tiene 48 dientes y el menor 16. ¿Cuántas 
vueltas tiene que girar el pedal (circunvoluciones que da el plato mayor) 


para que la rueda trasera (plato menor) dé 12 vueltas? 


4.2.3. Repartos directamente proporcionales 


Algunos convenios se establecen sobre la base de repartir una cantidad en varias 
partes de manera proporcional a ciertos números. Supongamos, por ejemplo, que 
se van repartir unas utilidades de tres millones de pesos entre dos personas, pro- 


170 


л! 
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porcionalmente a las cantidades que invirtieron de seis y nueve millones de pesos, 
respectivamente. 


Llamemos: x ala parte que le corresponde a la persona que invirtió seis millo- 
nes; y ala parte que le corresponde a la persona que invirtió nueve millones. 
Entonces, г E con la condición que x + y = 3 (expresando x y y en millones 
de pesos ). 


Despejamos y de la última ecuación: у = 3 — х 
Remplazamos esta expresión en la primera y resolvemos: 


A 2-1 
6 9 
9х = 6(3—х) 
9х = 18- 6x 
9х+6х = 18 
15х_= 18 


1.2 representa la constante de proporcionalidad. 


Las utilidades recibidas por la persona que invirtió 6 millones son de 1.2 mi- 


llones de pesos. 


Remplazando este valor de x en la ecuación y = 3 — x: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.2.3. Repartos directamente proporcionales 


Por lo tanto, las utilidades recibidas por la persona que invirtió 9 millones son 
de 1.8 millones de pesos. 


Comentario: El problema se puede resolver sin necesidad de recurrir a ecuaciones 
(esto no significa que no se utilice la proporcionalidad en el razonamiento). 


Se suman las cantidades, en millones, invertidas: 6 + 9 = 15. 


Como los 15 millones producen una utilidad de 3 millones, cada millón inver- 
tido produce una utilidad de 3 + 15 = 0.2 millones. 


Luego por los 6 millones de pesos se recibe una utilidad de 60:23 F2 millo- 
nes de pesos; por los 9 millones, una utilidad de 9*0:2=1:8-millones de pesos. 


EJERCICIO 5 


1. Dos albañiles cobran 5972 000 por una obra realizada conjuntamente. El 


primero trabajó 96 días y el segundo 120 días. ¿Cuánto le corresponde a 
cada uno? 


. Se dispone de $5 040 000 para la conservación y limpieza de un bosque. 
Dos brigadas, una de 12 personas y la otra de 15, se encargaron del trabajo. 
La primera trabajó 10 días y la segunda 6 días. ¿Cuánto le corresponde a 
cada brigada? 


3. Tres socios invierten capitales en un negocio por ochenta, sesenta y cua- 
renta millones de pesos, respectivamente. Si en un айо se han obtenido 
utilidades por treinta y seis millones de pesos y estas se reparten proporcio- 
nalmente, ;cuál es la ganancia que le corresponde al que invirtió menos? 


Om 


3.0 cm 
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4. Los patrocinadores de un equipo de baloncesto ofrecen un premio de 
$5 400 000 para repartir entre los 3 integrantes del equipo que marquen 
más puntos en el torneo. La repartición se hará proporcional al número 


de puntos marcados por cada jugador. Al finalizar la temporada Andrés, 
Esteban y Jairo marcaron 240, 200 y 160 puntos. ¿Cuánto dinero recibió 
cada uno? 


4.3. Ecuaciones cuadráticas 
Situación inicial 


¿Cuál de estos rectángulos le parece más “bello”? 


E 
о E 
st [U] 
N со 5 
Ет гу 
o 
3.0 ст 3.0 ст 3.0 ст 3.0 cm 
RECTÁNGULO 1 RECTÁNGULO 2 RECTÁNGULO 3 RECTÁNGULO 4 


Muchas de las obras de artistas y arquitectos incluyen figuras rectangulares. Ha 
sido de su interés, desde hace mucho tiempo, construir los rectángulos más "be- 
llos”. El criterio de belleza está asociado a la razón en que se encuentran el largo y 
el ancho del rectángulo. 


= Para que entendamos la propiedad que caracteriza а los rectángulos "bellos", 
llamados áureos por los antiguos griegos, calculemos primero, para cada uno 
de los rectángulos anteriores, las siguientes razones: 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.3. Ecuaciones cuadráticas 


11 RECTÁNGULO 1 RECTÁNGULO 2 RECTÁNGULO 3 RECTÁNGULO 4 


base | | | 4 E 

altura | | 
base + altura 

base 


Los antiguos griegos consideraron que, para que un rectángulo sea áureo, la base 


: - base + altura base 
y la altura deben satisfacer la proporción: —————— ——— = ———— 
base altura 


= ¿Cuál de los cuatro rectángulos se aproxima más a un rectángulo áureo? 


La pregunta que surge de lo anterior es, entonces: ¿cuál es la razón exacta en que 
se encuentran la base y la altura de un rectángulo áureo? 


Supongamos que partimos de un rectángulo de base 3 cm y queremos hallar la 
altura x, de modo tal que el rectángulo resulte ser áureo, 


B. 
X p NI 1 
— 
3 WW. 
esto es, que se cumpla: 34x 3 E 
3 х Р, —— 
Multiplicando medios y extremos: x (3 + x) = 3 · 3 A 
3x+x?=9 - &: 
Fr > S 
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La anterior es una ecuación cuadrática. Antes de estudiar cómo resolverla, la escribi- 
remos en la forma general de una ecuación cuadrática: ax? + bx +c = 0, con a Z 0. 


Para eso, pasamos el nueve al lado izquierdo y ordenamos: x? + 3x - 9-0 


En esta ecuación a=1; 9-3: c=-9 


Cuando escribimos una ecuación cuadrática en la forma general, identificamos en 
ella un término cuadrático (ax?), un término lineal (bx) y un término independiente 
o constante (c). 


Comenzaremos resolviendo ecuaciones cuadráticas en donde el término lineal es 
cero. 
Ejemplo de estas ecuaciones son: 


x!- 16-0; x!- 12-20; 5х2 — 35 = 0; 4х2 1 = 0; х2-9-0 


En la solución de estas ecuaciones tenemos presentes algunos de los procesos 
vistos anteriormente. Veamos cómo resolverlas: 


EJEMPLO 


1. Resolver la ecuación x? - 162 0 
Solución 
Despejamos x?, sumando 16, en ambos lados: 
х2-16-0 
neq 
Esta ecuación, traducida verbalmente, nos pregunta por un(os) número(s) 
que elevado(s) al cuadrado dé (den) 16. Los números son 4 y -4. 
Este resultado se obtiene sacando raíz cuadrada: 
= 16 ; х= +116 


X= ®424 


Los números reales que satisfacen la ecuación son х, 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.3. Ecuaciones cuadráticas 


EJEMPLOS 


2. Hallar las soluciones de la ecuación x? - 12 = 0 
Procederemos de la misma manera que en el ejemplo anterior: 
x= 12 
Xx +/12 
X E/4X3 
Х 


+2/3 


La ecuación tiene como soluciones x, 2 2/3 y x= -2/3 


3. Hallar las raíces de la ecuación 5x? - 35 2 0 


Las raíces de la ecuación son Х,-17 y x,2 -/7 


4. Resolver la ecuación 4x?- 12 0 


(175) 
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EJEMPLO 


5. Veamos la ecuación x? - 92 0 


x?-9-0 


Esta ecuación no tiene solución en los números reales, ya que y -9 


no es un nümero real 


EJERCICIO 6 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


1. m-81-0 . 3m--21 

2. 4yl-25-0 . (n-4?-9=0 

3. -4912-4--3 . 4Ay+3)?-1=0 
4 ?-5=0 . (х-4#+6=0 

5. 9у2+16=0 . 100-8n-16 


Utilizando factorización y la propiedad del producto igual a cero, resolveremos 
algunas ecuaciones cuadráticas. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.3. Ecuaciones cuadráticas 


EJEMPLO 


6. Resolver la ecuación x?- 1620 т 
Solución 4 1 


Factorizamos: (x-4)(x-4)20 


y utilizamos la propiedad del producto igual a cero: 
х-4=0 ó х+4=0 
х=4 б х=-4 


Así llegamos a las mismas soluciones del ejemplo 1. 


EJEMPLO 


7. Resolver la ecuación 36x?-49 = 0 
Solución 
36x -49-0 
(6x — 7)(6x +7) 20 
6x-7=0 ó 6x+7=0 
y 


x= — ó x=- 
6 


La ecuación tiene dos soluciones: х, = 


Entre las ecuaciones que podemos resolver factorizando están aquellas en las que 
la constante es cero. Ejemplos de estas son: 


4x? - 12x = 6; 5x? = 3х 
ЕЈЕМРІО 


8. Hallar las soluciones de la ecuación 4x? - 12x = 0 


Solución 


Factorizamos 4x: 


AU — 
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4Х(Х-3)-0 
4x=0 o x-3=0 
Xe 0 x=3 


Las soluciones de la ecuación son x,=0 y x,=3 


9. Hallar las raíces de la ecuación 5x? = 3x. Pasamos 3x al lado izquierdo de la 
ecuación y procedemos como en el ejemplo anterior: 
5x?-3x=0 
Х(5Х-3)-0 
x=0 o 5x-3=0 


3 
xe pA ө: 


a T 3 
Las raíces de la ecuación son x,=0 y х, = 2-9 


EJERCICIO 7 
Resolver las siguientes ecuaciones factorizando: 
1. m'-4mz0 4. 9y-49-0 


2 sse 5. 11:2 - 7x 0 
3. n-81=0 6. 25п2-1=0 


Factorizando trinomios podemos resolver algunas ecuaciones cuadráticas, en las 
cuales a, b y c son diferentes de cero. Por ejemplo: 


x? — 5x 6-0; x? — 10x = -25; 
2+3x+2=0; 2x? – 7x = —6 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.3. Ecuaciones cuadráticas 


EJEMPLOS 


10. Resolver la ecuación x? - 5x - 6-0 4 Bi 
Solución 


Factorizamos el trinomio x? – 5x - 6: 
(x- 6)(х+ 1) =0 

Xx-6=0 о х+ї=0 

хэб о xz-1 


Las soluciones de la ecuación sonx,=6 y x,=-1 


11. Resolver la ecuación x? - 10x = -25 
Solución 


Pasamos -25 al lado izquierdo y factorizamos: 
x – 10х+ 25-0 4 
(x-5)(x-5)20 
х-5=0 ох-5=0 
х=5 


La ecuación tiene una única solución: x= 5 


12. Hallar las soluciones de la ecuación x? + 3x - 2-0 
Solución pe 
LUN 
(х + 2)(х+1)=0 
x+2=0 о х+1=0 
x=-2 о x=-1 


Las soluciones de la ecuación son x, = -2 y х, = -1 
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EJEMPLO 


13. Hallar las raíces de la ecuación 2x? - 7x=-6 
Solución 
2x? -7x 4 620 
(x-2)2x-3)20 


3 
= 2-2 
х ө у= 


Las raíces de la ecuación sonx, 22 y х, = 


EJERCICIO 8 


Resolver las siguientes ecuaciones factorizando: 


. m?-10m+25=0 . x2+5x-50=0 
. X? + 12x 2 -36 . d?^-36-9d-0 
. 9t?^—- 12t- A20 . 32-4- 4t-0 
. у?+12у+35=0 . 202+ 5t- 1220 
. P-5t+6=0 


Si tenemos una ecuación como x? — 6x — 20 = 0, al intentar factorizar el trinomio 
nos damos cuenta que no hay enteros que sumados den — 6 y que multiplicados 
den — 20; el método de "completar el cuadrado" ilustrado en el siguiente ejemplo, 
es una alternativa a seguir: 


EJEMPLO 


14. Resolver la ecuación x? - 6x - 20 = 0 
Solución 


Pasamos -20 al otro lado de la igualdad: 
х – 6x = 20 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.3. Ecuaciones cuadráticas 


Conseguimos un trinomio cuadrado perfecto en el lado izquierdo si toma- 

mos la mitad de 6 y la elevamos al cuadrado. El resultado, que es 9, lo suma- 4 1 

mos en ambos lados de la igualdad: | 
x?-6x+9=20+9 


Factorizamos el trinomio y obtenemos: 
(x-3) =29 


Sacamos raíz cuadrada: 


х-З=+у 29 


Despejamos x y obtenemos las soluciones: 


Х=ү29 +3 ох--/29-3 


Las soluciones de la ecuación son х = у 29 +3 y x2-/29 + 3 
x, & 8.38 x, & -2.38 


EJERCICIO 9 
Resolver las siguientes ecuaciones completando el cuadrado: 
1. x?-8x+1=0 4. x! -* 5x 2-0 
2. m*- 10m * 720 5. 2y?-8y+3=0 P 
a meteno e л 1—0 кс. 


A continuación se muestra el método de completar el cuadrado con la ecuación 
32+ 11x + 6 = 0 y con la ecuación general ax? + bx + c = 0; conseguiremos una 
fórmula para resolver ecuaciones cuadráticas: 
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Resolver la ecuación 3x? + 11x + 6 = 0 y la ecuación general de segundo grado 


ах + рх + с = 0 


Еп la columna de la derecha vamos realizando pasos similares а los de la izquierda. 


3x? 11x - 620 
a=3 Б= 11 c=6 


ах? +bx+c=0 a#0 


3х°+11х=—6 


ax? + Ьх=-—с 


182, 2-3 


х? + Vb? 4ac 


2a 2a 


2 
Lo bd са 3-0 


Юн 2-3 


ga MEA 
2-3 


y= zb, Yb- 4ас 


2a 2a 


х СРУ Р? 4ас 


2а 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.3. Ecuaciones cuadráticas 


3 
Si resolvemos las operaciones, encontramos que las raíces son: x, =2 у x, = E 


EJEMPLO 


15. Resolver la ecuación 2x? - 7x - 5 = 0 


Solución 
En esta ecuación tenemos: 4-2, b= -7, с= 5 


Remplazamos en la fórmula para resolver ecuaciones cuadráticas: 


-C»£4/(-y-4:2:5 7449-40 7+/9 753 
= = 4 т д 


2 2 4 


Ар 


783 10 5 


= , 


4 4 2 


X 


Las soluciones de la ecuación son: 


X E» 
х,=1 y х,= у 


Volviendo a la situación inicial de esta sección, para hallar las dimensiones del rectángulo 
áureo, tenemos que resolver la ecuación x? + 3x – 9 = 0. 


Utilizamos la fórmula reemplazando a=1,b=3,c=-9: 


3+ /(3P-4-1-9) — 34/9736 
1 2 
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Ya quelas longitudes se toman positivas, la solución es: 


x ER UMS. ^ 1.8541 


Así, para que el rectángulo sea áureo, la altura debe tomarse de 1.8 cm, aproxima- 
damente. 


La razón de la base y la altura del rectángulo es entonces: 


base | 3 


ш z 1.61 
айша ^ Essa A» 


La razón entre la base y la altura en los rectángulos áureos es aproximadamente 
1.618 (nümero áureo). 


EJERCICIO 10 


A. Resolver las siguientes ecuaciones: 
1. n?-49=0 
„о зу°=12=0 
> =й = 1223 
. Х247-0 
. (2a-3)=4 
. (m-2)?+1=0 
» (3y-- 1s 


9. 64n?- 12120 
10. -6t? = 5t 
TTD ESO DIES) 
o AV yy 
. h?+4n+4=0 


эн 
36 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.3.1. Problemas de aplicación 


14. 16m? + 24m - -9 24. х? - 3x- 1220 

15. n^s2n-1 25. Y tr6y 120 i 
16. y? - 3y- 4-20 26. 16=-36x? + 48x 4 
174, x =2D4== (0% 27. 3n?+4n+5=0 

18. m?-25m=-24 28. x?+2x+7=0 

19, x?-5x-14=0 29. 7n?+12n=4 

20. y?+12y+35=0 30. 2m?+10m=1 

21. 512 =-14t-8 31. 4n?-3n+3=0 

22. d?-36+9d=0 32. 5x^-—6-F2X 

23: 7t-t*-30 33. 4y -3y?--2 


. Déun ejemplo de una ecuación de segundo grado que tenga como 
soluciones x2-5 y х=2 


. Déun ejemplo de una ecuación de segundo grado que tenga como | 
solución x 2 —— 
2 
. Déun ejemplo de una ecuación de segundo grado que tenga como 


soluciones x23 y х= EN 


4.3.1. Problemas de aplicación 


Veamos ahora la solución de problemas que conducen al planteamiento de una 
ecuación cuadrática. 


PROBLEMA 1 


AU — 


2186) 
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Solución 


Llamemos x la longitud del lado, por tanto, el área A del cuadrado es: 
A=X "x= = 25, 


х 


X 
La anterior ecuación la podemos escribir como x? - 25 = 0, una ecuación de se- 


gundo grado. 


Resolvemos la ecuación: 
58-25 


Como la incógnita representa una longitud, la cual no puede ser negativa, con- 
cluimos que el lado del cuadrado mide 5 cm. 


PROBLEMA 2 


Un rectángulo tiene un área de 48 m? y un perímetro de 32 m. ¿Cuáles son sus 
dimensiones? 

Solución 

X» | Llamemos: x: base del rectángulo у: altura del rectángulo 


х 


ЕІ perímetro del rectángulo es: 2x + 2y = 32 
El área del rectángulo es: А=х:у= 48 


Despejamos y еп Іа ecuación del perímetro: 
2х+2у = 32 
у =16-х 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.3.1. Problemas de aplicación 


Remplazamos y en el área: 
А-х-у-х-(16-х)-48 4 | 


Eliminamos los paréntesis, igualamos a cero y obtenemos una ecuación cua- 


drática: 
16x-x? 
x?- 16x + 48 


Resolvemos la ecuación: 
(x-4)(x-12) = 0 
Xe4 0 xe 


Luego si x = 4, entonces 
y=16-x=16-4=12 
Si tomamos la otra solución x = 12, entonces 


y=16-x=16-12=4 


Por lo tanto, las dimensiones del rectángulo son: 4 cm de base por 12 cm de 
altura, o 12 cm de base por 4 cm de altura. 


EJERCICIO 11 


Resuelva los siguientes problemas: 


. Halle dos números cuya suma sea 32 y su producto sea 255. 
. La suma de los cuadrados de dos números naturales consecutivos es 221. 


Halle los números. 

. Una caja tiene 5 cm de altura; el largo de la caja mide 5 cm más que el ancho. 
Halle las dimensiones de la caja si su volumen es de 1500 cm. 

. Calcule los tres lados de un triángulo rectángulo si sus medidas son tres en- 
teros consecutivos. 
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5. ¿Cuál es el número cuyo cuadrado más su triplo es igual a 40? 

6. El largo de una caja supera al ancho en 10 cm y la altura es 6 ст menor 
que el ancho. La superficie de las paredes laterales supera a las del fondo y 
la tapa en 960 ст ¿Cuáles son las longitudes de largo, ancho y alto de la 


caja? 

. En un terreno de 40 m por 60 m se va a construir un edificio. Se desea que 
quede una franja libre, de ancho constante, que rodee al edificio. Si el área 
de la base del edificio es 1056 m?, ¿cuál es el ancho de la franja libre? 


4.4. EJERCICIOS FINALES DE LA UNIDAD 4 


A. Resuelva las ecuaciones: 


1. 12-5у-7у 


. 8y-1=23-4y 
. 2 (4x- 9) = 16 - Зх 


. -3mM+8=-M+9 


. 7a-5(a-2)=18 
13. -3.7a + 6.2 = -7.3a - 4.6 
. 0.3x+0.4= 12 - 1.3х 
2x-5 (4х-1 _ 5 14.3| Жр 
3 2 6 4 


б 
.3a*2 542a. 3 
с» 6 4 


T 2х 


15. 0.2 (0.3x — 1.4) = 0.1(2 + 0.6x) 


1 1 
16. ¿(24 — 12c) = — (18c + 36) 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 


B. Verifique si los valores dados son solución de las ecuaciones dadas: 


Te 


2. 


yas, DE аву 
D Б 3 


C. Verifique si las ecuaciones dadas son equivalentes. 


1. 


2: 


-4x2-2; 2(x-3) +9x=-5(4-3x) + 12 


20m=76-27m; mo. —— 


D. Resuelva los siguientes problemas: 


1. 


Antonio tenía un paquete de hojas de papel milimetrado que compartió 
con sus 2 amigos. A Pedro le dio — ‚ y Rodrigo tomó 22 de las que 
quedaban. Si Antonio se quedó con 30 hojas, ¿cuántas tenía al comienzo? 


. Al aumentar en un 1596 el precio de un artículo, este queda en $5520. 


¿Cuál era el precio antes del aumento? 


. La velocidad del automóvil A es 25 Km/h mayor que la del automóvil B. Si 


uno de ellos emplea 4 horas en recorrer la misma distancia que recorre el 
otro en 3 horas, ¿cuál es la velocidad de cada automóvil? 


. Una máquina fabrica 200 juguetes en 8 horas. Cuando 2 máquinas de las 


mismas funcionan simultáneamente, se elaboran los 200 juguetes en 3 
horas. ¿Cuánto tiempo emplea la segunda máquina en producir los 200 
juguetes cuando se pone a funcionar sola? 


4.4. Ejercicios finales de la Unidad 4 
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M 5. Dos soluciones contienen 4096 y 6596 de ácido sulfürico, respectivamente. 
1 4 ¿Qué cantidad de cada solución se debe mezclar para obtener 240 ml de 
una solución al 4596 de ácido sulfürico? 


6. Se vendieron 600 boletas para ingresar al teatro. El costo de las boletas 
para mayores de 12 años es de $6500, y para menores de 12 años, de 
$3500. Si el dinero recibido por la venta fue $2 640 000, ;cuántas boletas 
para adultos y cuántas para menores se vendieron? 


E. Halle el valor de la incógnita en cada proporción: 


1. 7:6::42:х 4. х:12::25:20 


Е. Resuelva los siguientes problemas: 


Un deportista recorre 345 km en 9 días. A este ritmo, ¿qué distancia reco- 
rre en 36 días? 

El equipo de carga de una fábrica estima que puede montar 7 contene- 
ШС. dores en 20 minutos. ¿Cuántos contenedores puede montar en 2 ho- 
ЭР, E ЭР, 

Un reloj se atrasa 3 minutos cada 18 horas, ;cuánto tiempo se atrasará en 
45 horas? 

En una escuela, la razón entre niños y niñas es de 4: 5. Si hay 375 niñas, 
¿cuántos estudiantes tiene la escuela? 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 4.4. Ejercicios finales de la Unidad 4 


5: 


La razón entre dos números es de 3: 5 y su suma es 128. ¿Cuáles son los 
dos nümeros? 

Para obtener un color naranja se necesitan 3 galones de amarillo por cada 
5 galones de rojo. Si se dispone de 25 galones de color amarillo, ¿cuántos 
galones de pintura roja se requieren en la preparación del color naranja, 
para gastar toda la pintura amarilla? 

Si 15y = 25x, encuentre las siguientes razones: 

a)x:y b)y:x C) x : (x+y) 


G. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadráticas: 


lle 


2. 
3: 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 


pass = Ци 
36y? = 169 16. (2y-1}?= 45 


x?=-6x-9 17. n2+3n+2=0 
27a? - 36a = -12 18. 4m? = -144 
52-145-49 19. 3m=2m?-2 
d? = 21 + 20d 20. 2а? +5 + 7а=0 
(т – 3)? +4=0 21. 

За? + 4а-1=0 22. 

(36-5)/-9 23. х? +6х= 27 
х2-36-0 24. x?- 3x 36-20 
. -9m? = 18m 25. 5d? + 13d - 6 
. 4n? = 2п – 5 26. -7у2 + 18 = 11 
. 4n? -64-0 27. 6c?=10-11c 
. m2-2=0 28. y? -7y 42-0 
. 223n^- 5n 29. 9 + 30m =-25m? 
. 8y?-12y=-7y 30. 3у? + 36 = 21у 


(CN 
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к Н. En cada ítem, consiga una ecuación de segundo grado que cumpla las con- 
H Д. diciones correspondientes: 


1. Tenga como soluciones x23 y x=-1 


2. Tenga como solución m = 


E s 
3 


3. Tenga como soluciones y=- у уз — 


. Resuelva los siguientes problemas: 


1. La hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 13 cm y un cateto mide 7 
cm menos que el otro. Halle la longitud de los catetos. 


. La velocidad de un bote en aguas tranquilas es de 12 km/h. El bote reco- 
rre 21 km contra la corriente y 45 km con la corriente, en 6 horas en total. 
¿Cuál es la velocidad de la corriente? 

. Dostrenes salen del mismo punto P a las 2 p.m. El tren A viaja hacia el nor- 
te 8 km/h más rápido que el tren B, que viaja al este. A las 4 p.m. los separa 
una distancia de 80 km. ;A qué velocidad viaja cada tren? 

. Tres veces el cuadrado de un número disminuido en doce veces el número 
es 231. ¿Cuál es el número? 


. El marco de una pintura es de 20 cm de largo por 12 cm de alto. Si el área 
que ocupa la pintura es de 128 cm?, ¿cuál es el ancho del marco? 
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LA LÍNEA RECTA 


"El doble de un námero sumado con seis da como resultado cero" El enunciado anterior lo 
representamos algebraicamente: 2x + 6 = 0; la expresión anterior es un ejemplo de una 
ecuación lineal en una variable. Tiene como ünica solución x = —3. En la recta numérica se 
observa la representación gráfica de la solución. 


Solución 


Figura 1 


Consideremos ahora el siguiente enunciado: “la suma de dos números es 3”. 
Muchas posibilidades hay para que eso ocurra. 


a Coloque en las casillas algunas parejas de números que satisfagan el enunciado, 
“la suma de dos números es 3”: 


тт =3 + =3 

11-11-3 11-11-3 

1+1=3 1+1=3 
Figura 2 


En lenguaje algebraico, el enunciado "la suma de dos nümeros es 3" Іо representamos 
mediante la ecuación: x + y = 3, donde las letras x, y y corresponden al primer y segundo 
nümeros, respectivamente. 


La ecuación x + y = 3 es un ejemplo de una ecuación lineal en dos variables. Las solucio- 
nes de esta ecuación están formadas por pares de nümeros, uno para x y uno para y, que 
la satisfacen. Así, una solución es x = 1, y = 2, otra es x = —5, y = 8, etc., soluciones que 
escribimos como pares ordenados: (1, 2), (—5, 8), etc. 


D 


196. 


(л! 


UnIVERSIDAD ЈОВСЕ TADEO LOZANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERÍA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BÁSICAS 


a Escriba en la tabla 1 las soluciones encontradas en la figura 2: 


Tabla 1 


Podemos conseguir más soluciones a la ecuación de la siguiente forma: escogemos un 
valor cualquiera para una de las variables el cual sustituimos en la ecuación y luego la 
resolvemos para la otra variable; por ejemplo escogiendo x = 15: 


15+y=3 
y=3-15=-2 
Luego, (15, — 12) es otra solución. 


Como en este proceso se pueden tomar infinitos valores para la variable que se escoja 
inicialmente, la ecuación tiene por tanto infinitas soluciones. 


a Halle cuatro soluciones diferentes a la ecuación x + 2y = 4; colóquelas en la tabla 2: 


Tabla 2 


MATEMÁTICAS BÁSICAS ANEXO 1 / LA LÍNEA RECTA 


Hemos visto como obtener, algebraicamente, soluciones de una ecuación lineal en dos 
variables. Los pares ordenados de nümeros reales que son soluciones los dibujamos en el 
plano cartesiano para producir la gráfica cartesiana de la ecuación. 


a Grafique en el plano cartesiano (figura 3) las soluciones de la ecuación x + 2y = 4 
(utilice la tabla 2): 


мо Uu A UU N 


Figura 3 


Observamos que los puntos están alineados, esto es, quedan en línea recta. Podemos 
verificar que al graficar otras soluciones éstas también se ubican en la misma recta y que 
cualquier punto de la recta corresponde a una solución de la ecuación. Es por eso que 
decimos que la recta es la representación gráfica de las soluciones de la ecuación. 
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En general se tiene: 


Una ecuación escrita en la forma: ax + by = c, соп a y b no simul- 
táneamente cero es una ecuación lineal en dos variables. Esta 


forma se denomina forma general. La gráfica es una línea recta. 


EJEMPLO 


Grafique las ecuaciones: 
a) 2x-3y=12 


b y-2=0 
CO х+3=0 
Solución: 


a) Ya que la gráfica es una recta, necesitamos por lo menos dos puntos, esto es, dos so- 
luciones de la ecuación. 


Despejemos la y: 


—3y = —2x + 12 
A 12 
= Xx + 
шимт =з 
\ =—x-4 
198, SE 


Demos valores a x, por ejemplo 3 y 6; al sustituir obtenemos: 
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En la siguiente tabla mostramos las soluciones correspondientes: 


X y 
3 -2 
6 0 


Tabla 3 


Gráfica: 


Figura 4 


b) La ecuación y — 2 = 0 corresponde a la ecuación: 0х + y = 2 (o también y = 2). 


Despejando y, tenemos: у=0х+2 


Em 
Ma UNIVERSIDAD JORGE TADEO LOZANO - FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES E INGENIERÍA / DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BÁSICAS 


Ш! 


Tabla de valores: 


Tabla 4 


Observemos que para cualquier valor de x, la y siempre es 2; la gráfica resultante es 
una recta horizontal (paralela al eje x). 


200, 


Figura 5 


с) La ecuación x + 3 = 0 corresponde a la ecuación: x + Оу = —3 (o también x = —3). 


Despejando x tenemos: x=0y-3 


MATEMÁTICAS BÁSICAS ANEXO 1 / LA LÍNEA RECTA 


Damos varios valoresa y y remplazamos. Tabla de valores: 


Tabla 5 


Observemos que para cualquier valor de y, la x siempre es —3; la gráfica resultante es 
una recta vertical (paralela al eje y): 


Figura 6 


ка 


a 
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La gráfica de la ecuación ax + by = c, con a y b no simultánea- 
mente cero, corresponde a una recta horizontal si a = 0 y a una 
vertical si b = 0. 


La ecuación de una recta horizontal es de la forma y = c 
mientras que la de una recta vertical es de la forma x — c. 


Dos puntos útiles para hacer la gráfica de una recta son las intersecciones con los ejes 


Ху Y (cuando las hay). Para encontrar la intersección con el eje X hacemos y = 0; para 


encontrar la intersección con el eje Y hacemos x = 0. 


Halle las intersecciones con los ejes de la recta cuya ecuación es 4x — y = —8; 
trace la gráfica. 


EJERCICIO 1 


1) 


2) 


El costo C de un cuaderno es el doble que el costo E de un esfero. Escriba en la forma 
general una ecuación que relacione dichos costos. 


Escriba cada ecuación lineal en la forma ax + by = c; indique los valores de a, b y c: 
a) pa 80 ©) 4-7у-0 е) 3x=-y+4 


2x —5y _ 


b) х= 3y d) 5=2x f) 3 


Escriba dos soluciones para cada ecuación: 


a) 2x+y=7 с) 3-5у-0 e) -8=4x 
b тх+у=9 d) у= 222 f) ZA 


Dada la ecuación x — 2y = 4, verifique cuáles de las siguientes son soluciones de la 
ecuación: 


a) (0, —2) c) (4,0) e) (4, —4) 
b) (2,0) d) (-4,4) f) (44) 


MATEMÁTICAS BÁSICAS ANEXO 1 / LA LÍNEA RECTA 


8) 


Complete los pares ordenados para que sean soluciones de la ecuación 2x + y = 5: 
a) (0, ) e) (1, ) e (3, ) 

b) (,0) d) (,1) D i 

Haga la gráfica de cada ecuación: 

a) х-у= 4 с) х= 4 е) у= 3х + 2 

b) у= –3х d y+4=0 f) 2х+3у= 6 

Dé las ecuaciones de dos rectas que pasen por el punto (2, 14). ¿Cuántas rectas pasan 
por ese punto? 


Si el punto (3, 4) está en la gráfica de la recta Зу = ax + 7, halle el valor de a. 


Hemos visto cómo conseguir la gráfica de una recta a partir de la ecuación; vamos ahora a 
considerar el proceso contrario: de la gráfica a la ecuación. Tomemos la recta que pasa por 
los puntos A = (1, —1) y B = (5, 7). Para encontrar la ecuación de la recta vamos primero a 
cuantificar qué tan inclinada es una recta. Para ir desde el punto A hasta el B observamos 
que hay que subir 8 unidades después de moverse horizontalmente 4 unidades a la derecha: 


Figura 7 


E 
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La medida de la inclinación es la pendiente de la recta, representada con la letra m, la cual 
definimos como el cociente del desplazamiento vertical y el horizontal: 


desplazamiento vertical _ 8 _ 2 
desplazamiento horizontal 4 1 


Esto indica que por cada unidad que se incrementa la coordenada x (cambio en x: Ax), la 
coordenada y se incrementa en dos unidades (cambio en y: Ay). Así, la función es creciente. 


Con las coordenadas de los puntos podemos obtener la pendiente; para eso formamos el 
cociente entre la diferencia de ordenadas y la diferencia de abscisas: 
7 —(-1 
7-6) 82 
51 4 1 


-2 


Nota: puede verificarse que este resultado no depende del par de puntos que se escojan 
en la recta. 


La pendiente m de la recta que pasa por los puntos 
(x, y), (х, y), con x, + x,, es: 


У, = Ууу _ cambioeny _ Ay 


m = : 
Ху, cambio en х Ax 


Nota: cuando la recta es vertical sucede que x, — x, y en este caso la pendiente no se de- 
fine (es indefinida). 


Ahora, para que un punto P = (x, y) + A = (1, — 1), esté en la recta AB, el cálculo de la pen- 
diente con los puntos A y P debe dar el mismo resultado: 


МЕ = х 
x —1 


m 


Despejando y, tenemos: 
у+1=2(х—1)=2х—2 
y =2x-2-1=2x-3 


Por tanto, la ecuación de la recta AB es: 
у-2Х-3 
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Forma punto-pendiente 


La ecuación de una recta que pasa por el punto (x, y.) 


y tiene pendiente m es: 


y-y,= т(х =x) 


EJEMPLO 


Hallemos la ecuación de la recta que pasa por los puntos (2, 4) y (—4, 7). 


Solución: 


Calculemos primero la pendiente de la recta: 


La pendiente negativa, — ; , indica que por cada dos unidades de incremento en la va- 


riable x hay una incremento negativo o disminución en la variable y. La función es por 


tanto decreciente. 
Tomemos el punto (2, 4) como el punto (х,, y.) y remplacemos en la ecuación: 


у-у, = т(х – x) 


у= 4 = — (x 2) 


Despejando y, llegamos a la ecuación: 


йл 


ЕЭ 
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Gráfica: 


Figura 8 


Al despejar y, en el ejemplo anterior obtuvimos: y — --рх t 5; el coeficiente de х: — 


es la pendiente de la recta, 5 es el intercepto con el eje Y. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS ANEXO 1 / LA LÍNEA RECTA 


Forma pendiente-intercepto 


La ecuación de una recta cuya pendiente es m e intercepta al 
eje Y en el punto (0, b) es: 


y=mx+b 


Formas de la ecuación de una recta 


Forma general (a y b no son simultáneamente cero) 


( 


) Forma punto-pendiente 
Forma pendiente-intercepto 


EJERCICIO 2 
1) Halle las pendientes de la rampa y del techo:  дс--------------- x 
a) b) 1.80m 
--У 


210 cm 


йл 


208) 
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2) Determine la ecuación de cada recta: 


a) Y 


Figura 9 


Figura 10 
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3 
C) Y 
2 
1 
5 4 3 2 1 0 i 2 з 4 5 
1 
3 
4 
5 
6 
7 
Figura 11 
5 
d) Y 
4 


Figura 12 


EU 
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Determine una ecuación en forma general para la recta que pasa por el punto con la 
pendiente dados. 


a) [3 5), m= —3 C) (—2, —3), m=4 


— -3 — 0. 
b (2-1,m 2 d (5,2), т 3 


Halle la ecuación de la recta que satisface las condiciones dadas: 


a) Pasa por (0, 5); la pendiente es ES h) X-intercepto 3; Y-intercepto 2 

b) Pasa por (0, —3); m = E i) Pasa por (5, 2) y (5, —3) 

c) Pasa por (—4, 0); la pendiente es ES j) Pasa por (3, —3) y (—2, —3) 

d) Pasa por (5, 6); m=1 k) Pasa por (5, —2) y (—3, 14) 

e) Pasa por (—2, 4); la pendiente es 4- 1) Pasa por (—3, —5) y (15, 4) 

f) Pasa por (5, -8; m = --ү m) Pasa por (4, —2) y es horizontal 
g) X-intercepto —4; Y-intercepto 3 n) Pasa por (—3, —2) y es vertical 


Determine el valor de x o de y para que la recta, que pasa por el par de puntos, tenga 
la pendiente indicada: 


a) (x —2), (-4,3), m=-2 с) (3, у), (-3,-1) m=1 


b (-1-4, (1, у), m=3 d (-42,(&-1, т= 


Escriba cada ecuación en la forma pendiente-intercepto; determine los interceptos 
con los ejes: 


a х+у=9 d) 23У =1 
b) 3х-2у-6 B) Х— 7—1 
) у ) a 2 

2у-5-0 f X у =] 
c) 2у+5 к ж 3 


АМЕХО 2 


RESPUESTAS 
A LOS EJERCICIOS FINALES 
DE CADA UNIDAD 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 


Unidad 1 - Respuestas a los ejercicios finales 


1. Comola cifra de las unidades es mayor o igual a 5, 37 se aproxima a 40; así, 6537 se 
redondea a 6540. Como la cifra de las decenas es menor que 5, 537 se aproxima a 500; 
así, 6537 se redondea a 6500. 


2. 2,2y9 


3. V,-8,-10 V,-8,-6  V,-2-6)  V,(-2,-10) 


2 


4. a)-16 
b) 27 
c) -13 
d) 5 
e) 46 
f) -25 
g) 4 


5. a)-144 
b) -105 
c) -8 
d) 101 


6. a) -27 
b) -16 
c) 16 
d) -125 
e) -1 
f) 1 


7. а) 24 
5) 1 
с) 8 
4) -3 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


20 5 

a) 54 17 simplificar por 4 

b) $ ол = -4 , simplificar por 7 y por 3 
108 _ 18 

E" КЕ simplificar por 2 y por 3 


88 8 ; 2 
а) 1215 11: Simplificar рог 11 


е) | mm , simplificar por 3 y por 5 


140 . 2 simplificar por 2, por 5 y por 7 
f) 210 A pil p ‚р ур 


La unidad está dividida en 8 partes, se han sombreado 3; la fracción correspondiente 


‚3 
es 3 


Cada unidad está dividida en 5 partes, luego el nümero es, 3 unidades y$ es decir, 


7 -4» 7 se multiplicó por 6 para obtener 42, entonces 3 se multiplica también 


por 6 y se tiene x = 18 


72! gg Son fracciones equivalentes a -y que es la fracción irreductible, se ampli- 


ficó por 8 y por 11 respectivamente. 


porque7 х3 >22 х8 


z рогаче5 х5 <3х9 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


3 <2 E Е 
9-36 <- 75 porque -5 X 17 < -5 х16 


_ 45 


а) 38-32 porque simplificando se obtiene: 90 9 45 9 


7) 747 35 7 


15 


15 25 
е) -43 


« 3 Porque un número negativo es menor que cualquier número positivo 


15 _ 45 -— ona. 19 5 5, 45 5 
f) - 21 ^ 763 Porque simplificando se obtiene: 21 ^^ Уез “7 
333333 1 2 1 2 3 7 11 
VEU UA UE DEZA 
2 10 20 4 2 3 4-15 11 
den 85-13 d 55-10" 50 50 
тз Ls MA -3y.-27 
Bc. ec a Ecc е) C3) =—% 
-1 1 2 -20-75-424 79 1 12 /5 0 25 
Оваа ве 60 = 60 9 (2+3) (96) = 36 
. NET | y E 
3 tarros azules que contienen 35 => libras de arroz, tienen: 3 > 105 
libras de arroz. 
5 tarros rojos que contienen 11223 libras de arroz, tienen: 5 X ае 
4 4 ' : 4 4 4 
libras de arroz. 
En total se tiene: 10 4 +6 dx 16 (i + i) » 16 3 libras de arroz 
TES 4 274 4 { 
1 + = 3, la fracción se compara con cada una de las fracciones dadas. 215. 
31. 3 » 
20 > > porque 31X 2 > 20 X3 
$ es lafracción que está más cerca de 4. Se puede proceder convirtiendo a decimal 
cada fracción y luego se comparan. 
2 7 5 3 


= zd о m 1 — 
$70.66 -у=0.7 ¿=0.833 ==06 y 53-05 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Como se quiere que la suma sea la más pequeña posible, se organizan las fracciones 
más pequeñas posibles. 


Las ünicas sumas que se pueden organizar sin repetir nümero son: 


1.3 1,2,1,‚2 
аад аз 
De estas tres sumas la más pequeña es 4 + $ = > 


Las otras sumas dan como resultado números mayores ( Д 


Se procede de manera similar que en el ejercicio anterior y se tienen las siguientes 
3 1 4 1 2 1 2 4 


diferencias: 4^ 2'3 2'3 4 1^3 . De estas diferencias la más pequeña 
es: i-i = 4 (Las otras diferencias dan como resultado nümeros mayores: 
al Е E o 

3 6 3.4 12 1 3 3 


а) 32.14 e) -0.008 i) 0 

b) 3.22 f) 80 j) -7.5 
с) -0.64 g) 0.2 k) 130 
d) -20.9 h) -0.0081 1) 4.5 
a) 123.4 d) 0.001 

b) 0.8765 e) 0.021 

с) -0.00234 f) 0.006 

ES X 63 = 42 kg. De los 63 kg del peso de una persona 42 kg son agua. 
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25. 


26. 


27. 


28. 


a) 4 > 7596 e) 0.32 53296 

b) ES > 2096 f) 0.036 3.696 
20 " 

с) 29.5 40% g) 1.5 >150% 
50 

d) 1> 100% h) 0.004 >0.4% 


14 de 20 personas son mujeres, por lo tanto, 6 de las 20 personas son hombres, y se 


representa: > , que en forma decimal equivale a 0.3, es decir, al 30 %. 


a) Los números desde el 1 hasta el 30 que tienen 2 dígitos son desde el 10 hasta el 


30, es decir, 21 números, que equivalen a: 20 =0.7 >70% 


b) Los números desde el 1 hasta el 30 que son múltiplos de 9 son 9, 18, 27, es decir, 3 
nümeros, que equivalen a: ET = 0.1 >10% 


c) Los nümeros primos desde el 1 hasta el 30, son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, es 


decir, 10 nümeros, que equivalen a: E = 0.3333 > 33.33% 


d) Los nümeros divisores de 36, desde el 1 hasta el 30 que son: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 


36, es decir, 9 nümeros, que equivalen a: 30 -03- 3096 


a) 7096 de 65 es 45.5 
b) 50% de 9 es 4.5 

c) 20096 de 250 es 500 
d) 50% de 46 es 23 

e) 2596de 12 es3 


ED 
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29. 


30. 


31. 


d. АС _2__ 12 ES 
1. = 0.0909 2--01818 8--02727 
-+ =0.3636 рг =0.4545 


Se observa que en todas las expresiones decimales, hay un periodo de dos cifras 
cuya suma es 9. La primera cifra del periodo es el número anterior del numerador 
de la fracción, la segunda cifra es el número que falta para que la suma sea 9. 


A — el número anterior a 7 es 6, a 6 le falta З para que la suma dé 9. 


Luego 7 = 0.6363 


Se procede igual para 57, > Y obteniéndose 2 -= = 0.8181 


a) x: 12 = 48, entonces x = 55 = 4 


b) 56 + т = 100, entonces m = 100 - 56 = 44 


с) -6р- 28, entonces p - - 48. = -1 


а) 5=- 13, entonces n =(-13) X (-3) = 39 


e) -2х=24, entonces x = 24 · lo 


К =C+273, entonces C = К - 273; se reemplaza K por 290”: C = 290 - 273 = 17°. 


Por lo tanto, la temperatura de Marte es de 17°С. 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 


32. 


33. 


34. 


35. 


a) 


7 
EI 233 d) (3. 38)* = (39)*- 336 
5 
зева е) 3--39-1 
35 
(34° 320 f) (34. 36)2 (310)2 320 


/2x ү 8x = / 16x? = 4х 


3 3 
aC [RE - (se -эх 


3 Y 12 = 6 x2 = x? 


362 24/36? = / (6?) = V6% = 6% = 216 


60000=6 х 10* 
7 250000 = 7.25 х 10% 


UNIDAD 1 / RESPUESTAS А LOS EJERCICIOS FINALES 


ciento cuarenta y cinco billones: 145 000 000 000 000 = 1.45 x 1077 


0.0000345 = 3.45 Xx 1077 
veinticinco mil millones 25 000 000 000 = 2.5 x 1019 


2.5 X10? = 2500 

4.07 х 106-4070 000 
4.5 X 10?- 0.000045 
2.6 X 10^— 0.00026 

8 х107 = 0.008 


Ёс: 


E 
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Unidad 2 - Respuestas a los ejercicios finales 


A MNN 


. Зху 


3y^ -11у + 25 


. 3m -2n + 4тп = 3(-2) -2 (5) + 4(-2)(5) = -6 -10 – 40 = -56 


1 


9 36 9 36 


3 Е 9_9_ 
3'-3(4)3-1243- 3-12 


3 
4 
53,22 1. 5 


3,24 - _э— 
6* +30 х = 2694 461-16 =180 +24 3 = 201 


4 
1 6c-y!«2x = 6(2-) - (= 5 202 Е 50-1625 10 64-25-40 __ 
+2 


а? + To. 806-4 3204/9 


. 3m?-2n*- бт -7n?* 5 2 3(-1f - рў 6(-1)-7(/2) 85 - 


-3-8-6-14-5--14 


. ^ 594 3 3 5 3 34:3 3 


Y Y2_ = 5 4 З 3 Y 
5X *t34X*3 X" -2x 2-Xx'-8x + 2х SICH GX + 7 


3 11 3 11 3 
5у? – 3y” + Sy + 3 у?- 5 +42 y = -3у'+ y +5y + gy 4/2 y- 5 


a^b? - 8а?Ь + FE icb'- a + ЗЬ – ab^ = 


3b*- ab^ + Зь ¿ae? + ab? - 8a°b - аё 


Y 9ysz (Ay - yide у'%- уг? = 


y?- уй 5 Зу» 9y5z - Iya- yz 


MATEMÁTICAS BÁSICAS UNIDAD 2 / RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS FINALES 


D. 1. 5тп— 24mn; 2mm; /3 mn 
2. Tob E 2025: -L ab; -а?Ь 
3 y > 9x* y y. 47 Зу? 
4. 6т?п?р > m?n?p; -imnp; -23m*n*p 
5, - а 2 -7ab; 12 qp; 12 ab 


E. 1. 2a*3b-c«5a-7c«* 11b-9c- 7а+ 14b - 17c 


а= B. EUN ps Узб РР: Е 
2. 3m 2n+ 4n Зт + Tn Tef 3m 08-27 


3 5 4 2 25 
3. х 7У +6 ХУ – 12у + 3X- 3X7 1-х -19у + ¿xy 


4. -3а?+ 2Ь°- ab + Zab - b? + 13a! = кка 


7, 6,3 4 3 25, +Z 3 з 
5. 3^ БУ tgX ху + y - 6 *t'gX FAY 


Е. 1. (-3m + 5n) + (8n- 14m -3) - (12 + 9n - 7m) = -10m + 4n – 15 
2. (4xy? - 13х?у - бх) - (12x + 15xy? - 8х?у) + (4x – 11х?у) = 
-14x - 11xy? - 32х?у 


3 (Fab - 3 bc  Z-ac) (ab - bc + ac)= ab - Ž bc + 

4 (Zmn- Zm« qm?)- (122+ 5-тп- 3m?) = 2m/- mn - Зп? 

5 мэл 221. 
-3x? -2x tx -3x+2 


6. (11y - 9х + 22) – (3x - 2y + 52) =-12x + 13y - 32 

7. (11a- 9b + 3c - 5d) - (15c - 4b + 12a - 9d) - -a - 5b - 12c + 4d 

8. (2m?- 5n? + 8mn) + (-13n? - 10m? - 11mn) - (8m?- 6n? + 7mn) = 
(-8m?+ 19 mn - 18n?) - (8m? - бп? + 7mn) = -16m? + 12mn - 12n? 


о» 
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— м. м м 
w Nao 


— 
^ 


— 
їл 


— = зэ 
коз © 


ю © м О їл м Ом Мо 


VANA nap» 


2. 
ба? 
5 


M 3 
T 
Tk 
M 
Ш 
3, 
| 
С\ 
3 
" 
ч 


( 
(-9 
(3x 
( 
die 
( у-8)-у”- jd - 2y - 16 

( ( 

( (x -9) = x! «2x - 99 

(у?+ 6)(y^-2)2 y*+8y?+12 

52 (22+ 2z - 3) = 107° + 102 - 152? 


(m?- 2m^- m * 5)(m -1) 2 m*- 3m? + m^ бт – 5 

(9а?Ь – 5 аБ?)(2а?Ь  6ab?) = 18a^b? + 448? b? - 30 а?Ь* 
(0.4a*- 0.3a + 1)(0.2a + 5) = 0.08а? + 1.94a° - 1.3a 5 
ESIE A a —2) = 18х°— 9x* 43 42.7. 
E qx +Lx)(12x + 4x -2)= 18х?- 9x% 6x + лла: 
з _2 44 27 8 

(27= Say + $v*3)- 8 - 125 


(m - 8f = т? 16m + 64 

(a+ 9)=a*+18a+ 81 

(x - 4f = x? - 12x? + 48x - 64 

(3m + 2ny = 27m? + 54m*n + 36mn*+ 8n? 
(x - 7у2) = x? -14ху? + 49y* 

(5x? - 2y*f = 125x? - 150x$y* + 60хЗу®- 8y ? 
(m - 8)(m + 8) 2 m? - 64 

(3x*+ 2y)(3x* - 2y) = 9x*- 4y? 

(а?- 7)(а?+ 7)= а? - 49 

ба? - Ab?y = 36a* - 48a? b? + 16Ь° 


( 
. (m? 8n*)(m? - 8n*) = m* - 64n* 
( 


x^ 4 3f =x 24 9x8 + 27x* + 27 


MATEMÁTICAS BÁSICAS UNIDAD 2 / RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS FINALES 


з. (Em ¿Eme dy e 
14. (70-77 +8) = 257 - 64 

2, 2 оү 6 442, 4,4244, 8 б 
15. (m ы =т + 2т°п +3m п +9571 
16. (0.8а+ 0.56} = 0.64а?+ 0.80ab + 0.256? 
17. (0.1у - Z)(0.1y + 2) = 0.01y? - zê 
18. (у2-0.4)(у2+ 0.4) = y* - 0.16 


1,1. З5т = 5m? = 7m 
2. 77а°Ь%— 118b? = 7à?b? 
3. 125x?y*= 25x^y = 5х?у? 


4. х2-4х-2 | х-2 5, т2-180-811т-9 
-X? + 2x x-2 -т? + 9m т- 9 
-2x*2 | | -9m-81 
2x -4 9m - 81 
—2 0 
6. x-11x+28 |x-4 7. а? – 9a – 36 а-3 
-х + 4x х-7 -а?+3а_ а-6 
-7х + 28 -6ба-36 
7x -28 6a -18 
0 -54 
cm 
8. n+13n+42 |n+2 9. b2 -25 b-5 S 
-m - 2n п + 11 62 +56 b+5 
| dn +42 5b -25 
pu 5b 425. 


20 0 


19 


ES 
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10.  8a*-16a?*-4a + 2 | 2a-3 11. y — 64 
-8а? 1207 4a?- 2a -5 -y? – 8y 
-4d? -4a -8y -64 
Да? -6a 8y +64 
-10a + 2 0 
10a- 15 
-13 
12. m^ +625 |т-5 
-т* + 5m? m? 5т2+ 25m + 125 
5m? 
-5m? + 25m? 
25m? 
- 25m?+ 125m 
125m +625 
-125m + 625 
1250 
13. а? +243 |а+3 
-а° – За* at- За? + 9а? – 27а + 81 
- За? 
+ За? + 9а? 
9а? 
-9d-27a? 
— 27а? 
27а? + 81а 
81a + 243 
— 81a - 243 
0 
63m*-27m*-8m? | 63т° 27m*^ 8m? 4 2.8 
e 9m? © 9m 9m? gma m Sm etg 


8 5 4 8 5 4 
105a*-75a*- 45a^ _ 105a* 7508 (450! -(5 со? зү 


15) 15а? © 15а? 15а? 15а? 


у+8 
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J. 1. Para que la división (x^ - 2x? - 2x? + kx - s) + (x? 2х + 1) sea exacta, k = 6 y s = 3. 
2. En la división entre (2m^-- m? + km - s) y (2m - 3) los valores рага k y s se pueden 
expresar así: К = 2n- 9, y s=3n, рага п cualquier número entero. 
Por ejemplo: 
sin = 0, entonces k=-9y s=0 
sin = 2, entonces k = -5 y s=6 
sin =-5, entonces k = -19 у 5 = -15 


me 


S 
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Unidad 3 - Respuestas a los ejercicios finales 


A. Representar 4х? + 12x como producto de factores de tres maneras: 


4x? + 12 x = Ax (x +3), Ax? + 12x = 2х (2х +6), 4x? + 12x = x (Ax + 12) 


B. Factorizar (factor común): 


1. 9g -3h = 3(3g - h) 

12cd* + 3cd? - 3cd? = 3cd? (4d? d - 1) 
6 - 2w – 32 *wz = (3 – w)(2- 2) 

т? - Зт? = m'(1- 3m) 

4х (у= 1) + 52(у -1) = (у - 1)(4х + 5z) 
Зих + Зух – 3uy - Зуу = З(и + v)(x - y) 
12а? + 2а?Ь = 2а?(6Ь + a) 

69(2- а) – 5h(2- а) = (2- а)(69 – 5h) 
sr - 3s + 2rt + 6t - (7+ 3)(5 + 2t) 


ю боом О їл М won 


y - 2°= (у - 2)(у*+ 2y? + Ay * 8y +16) 
х*-1=(х-1)(?+х?+х +1) 

a? - 64 = (a - 4)(а?+ 4a + 16) 

y? + 64x = (у + Ax)(y? - Axy + 16x?) 
8b?-1=(2b-1)(4b*+2b+1) 

x! 49 = (х-7)(х +7) 

у®+1 = (у^+1)(у'- y *1) 

243 + х5 = (3 + х)(81 - 27x + 9х2 – 3х3 + x^) 


9 м боож о Мс 


. C«c-12-2(c* 4)(c-3) 
2. d^«7d -18 - (d - 2)(d & 9) 
3. x! -10- 3x = х? - 3х - 10 = (x * 2)(x - 5) 
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-30 +a +a°=a°+a-30=(a+6)(a-5) 
2h? - 7h - 15 =(2һ+3)(һ- 5) 

122+ 2k - 24 = 2(2k + 3)(3k - 4) 

352+ 7st + 2 - (s + 2t) (3s + t) 

3х? + 10ху + 8у? = (х +2y)(3x + 4y) 
-5а? + 36ab - 76? = (5a - b)(7b - a) 


ю боом бод 


E. Factorizar los siguientes trinomios cuadrados perfectos: 
х? + 1x + 49 = (x € 7y 

9x? - 24xy + 16у? = (3x - 4y Y 

-30m*n + 25m* + 9n? = 25m* - 30m?n 9n? = (5m? - Зп)? 
у?- 6у+9= (у – 3)? 

422 +122+9= (22+ 3) 

28а?Ь + 49a* + 4b? = 49а% + 28a*b + 4b? = (7a? + 2b 


9 т A wn o 


Е. Factorizar completamente: 

2w? - 72 2 2(w - 6)(w + 6) 

xy - бу + xz - 6z = (x - 6(y +Z) 

-8y? + 26y - 15 = (4y - 3)(5 - 2y) 

бу? - 54у = 6y (y € 3(y! - 3) 

х? (y -3)- 16(y -3) 2 (x * 4)(x - 4)(y - 3) 
3z^- z;i-Az(zi«1)3z-4) 

35%+ 81= 3(5 + 3)(s-3s54 9) 

5x° +10ху + 5у* =5(х + Д 
NE 

8 (*+ 2) 00-2 4) 

11. 4b°c-7b°-36c + 63 =(Ь+3)(Ь-3)(4с-7) 
12. 10х?+19х-15=(2х + 5)(5x - 3) 


ю NANAMN 


10. х+ 
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13. y - y =y(1- у)(1+ y) 
14. х?у -2xy + y - 3Xz + 6xz -3z = (x - Ay (y - 32) 


G. Simplificar cada expresión racional: 
1 X R2X X 
"o x-4 x-2 
3y-9_ . 3 
y-6y«9 y-3 
3 х?+7х-18 х-9 


x'-3x42 x-1 


2. 


x-1 
4 у= -1 
Р y-9y*20 y-4 
` у?+2у-35 y+7 
g ASAP ze 
| z 49 247 
7 Х-1 _ х+х+1 
" x'-1. Х-1 

3 зу? 2 
в. A. Y 
"o y-9  y-3 
g Ú-14a+45_a-5 
' q?-16a-63 a-7 


EJ 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 


Unidad 4 - Respuestas a los ejercicios finales 


A. Resuelva las siguientes ecuaciones: 


y == 

у= 2 
234 

мий! 

т- -1 

a=4 

x=0.5 

х--3 

а--4 

x=0 

La ecuación no tiene solución en los reales 

20 

дан 

а-3 

La ecuación tiene infinitas soluciones 
= 18. 

= 17 


La ecuación no tiene solución еп los reales 


ва 
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B. Verifique si los valores dados son solución de las ecuaciones dadas: 


1. y = 5noes solución de 274 28у +5 


3 

27-36y = -32y +20 
-36y + 32y =20- 27 
Ay = -7 


La solución es: y = 2 


ió T Же NN 
2. La solución de la ecuación b^ ap” 10 


8-3 = 10 
5 =-20Ь 


La solución es: b = -1 
C. Verifique si las ecuaciones dadas son equivalentes: 


1. -4x = -2 sí es equivalente a la ecuación 


2(х-3)+9х = —5(4-3х)+12 
2x-6+9x = -20+15х+12 
11x-15x --8-6 
-4Х = -2 


2. La ecuación 20m = 76 - 27m no es equivalente a 


4m-11 | _7+9m 
3 Е 5 

20т – 55 = -21 -27m 
20m = 34 - 27m 
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D. Resuelva los siguientes problemas: 
1. х: Nümero de hojas que contiene el paquete 


DP T d =p 
4X +3 lx 1X)*30- x ra] 
х= 60 


El paquete tenía 60 hojas de papel milimetrado 


2. y: Precio del artículo antes del aumento 
y t O.15y = 5520 
y = 4800 


El artículo costaba $4800 


3. v:velocidad del automóvil B 
v + 25: velocidad del automóvil A 
4v : distancia que recorre el auto B 
3(v + 25): distancia que recorre el auto A 
4v = 3(v 25) 
у = 75 
La velocidad del auto B es de 75 km/h y la del auto А es 100 km/h. 


4. x: Tiempo que emplea la máquina B en producir 200 juguetes 
$: Producción de la máquina А en 1 hora 
2. Producción de la máquina B en 1hora EL 
i Producción en 1hora cuando trabajan simultáneamente — 1 Nm 
bi 
x= E = 44 


La máquina B emplea 4 horas 48 minutos en producir 200 juguetes. 


ка 
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5. m: ml dela primera solución 


240 - т: ml de ácido sulfúrico en la primera solución 
0.65 (240 - m): ml de ácido sulfúrico en la segunda solución 
0.45 х 240: ml de ácido sulfúrico en la mezcla 


0.4m + 0.65 (240 - m) = 0.45 x 240 
192 


m 


La primera solución tiene 192 ml y la segunda solución 48 m! 


y: boletas vendidas para mayores de 12 años 


600 - у: boletas vendidas para menores de 12 айо 


6500y + 3500 (600 - y) = 2 640 000 
y = 180 
Se vendieron 180 boletas para mayores de 12 años y 420 para menores 
de 12 años. 


E. Halle el valor de la incógnita en cada proporción: 


1. 


2. 
3. 


Z — 42 _,уу—252—2х=36 
6 Х 


40Х-40-х-1 
5(7-у) = 60 > 35 - 5y = 60 – -5y = 25 – y = -5 


2х 225. -300 y TS 
13 530 ^ 20x=300>x =15 


12x = 300>x=25 


4(x + 5)= 108 — 4х + 20 = 108 — 4x = 88 > x = 22 
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F. Resuelva los siguientes problemas: 


1. x:distancia que recorre el deportista en 36 días 

345 х 

9 ^ 36 
x = 1380 km 
El deportista recorre 1380 km en 36 días 
2. y:nümeros de contenedores que el equipo monta en 2 horas 

E NEM: АВ 
20 120 
X = 42 


El equipo monta 42 contenedores еп 2 horas 


3. m:minutos que se atrasa el reloj en 4 horas 
3 -m 
18 45 
= 12 
т == 
El reloj se atrasa 7.5 minutos en 4 horas 
4. x:nümero de estudiantes en la escuela 
4 х-375 
5 375 
X = 675 


En la escuela hay 675 estudiantes 


5. n: primer nümero 


128- n : segundo nümero 


= 1238-7 


> wu 


Los nümeros son 48 y 80 


234 
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6. c: galones de pintura roja 


3 _ 25 
5 с 
с = 12 


Se necesitan 41 2. galones ае pintura гоја 


15 d 
7. 5 = у 
х3 уа. 
а. y 3 b. x73 
G. Resolver las siguientes ecuaciones: 
-413 
у= 17. 
2 х=-3 18. 
= 2 
db в 19. 
4 b=7 
20. 
5. dı = 21yd;z-1 
6. No hay solución en R 21. 
Эрч = 22. 
-8 22 2 
8. bi= 3 Y b;- 3 3. 
9. х=+6 24. 
10. mi=0 y m2=-2 
жил 25. 
11. No hay solución en R 
26. 
12. п=+4 
13. m-t/2 ас 
14. m=2 y m=-4 28. 
5 
15. yı=0 y У?= g 29. 


4 3 
16. ye. Y 9 30. 


m=-2 y n=-1 
No hay solución en R 
mi-22 y M2=- 


di=-1 y а›=- 


Т1= 4 у m=4 


4 17 
шиний Л у 42--410 


Х1=-9 y X2= 3 


Мо hay solución еп В 


22. 
di--3 y ф= т 
у==+1 
с--3 y G-$ 
y^^ 35 У 
m=-2 
yi=4 y y223 


y,=0.30 
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H. En cada ítem, consiga una ecuación de segundo grado que cumpla las condiciones 
correspondientes: 


T. X -2x-320 
2. 9m*-24m+16=0 
3. 4y?-9=0 


1. Solución alos problemas 
1. y :longitud de un cateto 
y - 7 :longitud del otro cateto 


13 
у+(у-7) = 132 У-7 
у = 12 
Los catetos miden 12 ст у 5 cm y 


2. Vc : velocidad de la corriente 
-21 OE. 
12-Үс = 6. 12 + Ұс = 621 
Se despeja Vc en ambas ecuaciones y se igualan 
1212 – 60t + 63-0 
21 -3 
ti = 2 o h= 2 
Siti- $ entonces Vc = 6 km/h. 


La velocidad de la corriente es 6 km/h 


¿Qué sucede con la segunda solución t; = = ? 


N|w 


3. V : velocidad del tren B > d1-2V 
V +8: velocidad del tren A - d2=2(V +8)=2V +16 


80? = (2VY+(2V +16)? 
V^-8V -768 = 0 
V = 24 


El tren B viaja a 24 km/h y el tren A lo hace a 32 km/h. 


Bro 


2236) 
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A 
80 
2(V 4 8) 
4 2V B 
4. x: nümero 
3x?- 12x = 231 
x2110 x,2-7 


El nümero es 11 o -7 


5. x: ancho del marco 


20 


20 - 2x : largo della pintura 
12 - 2x : ancho de la pintura 


(20 - 2x) (12 - 2x) = 128 
x=140 х»=2 


El ancho del marco sólo puede medir x = 2 cm 


12 


АМЕХО 3 


PROBLEMAS ОЕ 
RAZONAMIENTO 
LÓGICO 


MATEMÁTICAS BÁSICAS 


Problemas de razonamiento lógico 


1. Suponga que lo han enviado por agua al río con dos baldes sin marca alguna, con 
capacidad para 7 y 3 galones, respectivamente. ¿Cómo puede llevar exactamente 5 
galones de agua a casa? 


2. Acontinuación se muestra una caja desdoblada: 


Aw 
1 


UP 
Y 
i d T 
¿Cuál de las figuras muestra la caja una vez doblada? == 5 
1239 
A: B: C: D: — 
EF 


в — 
а А 


Чэ: 
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3. ¿Cuántos rectángulos hay en la figura? 


4. Suponga que tiene ocho monedas de las cuales siete son auténticas y una falsa, cuyo 
peso es un poco menor que las demás. Tiene también una balanza de dos brazos que 
puede utilizar solamente tres veces. 

¿Cómo encuentra la moneda falsa en tres pesajes? ¿Cómo la encuentra en sólo dos 


pesajes? 


5. Eva le dijo a Adán: «Si me das un dólar, tendremos la misma cantidad de dinero». Adán 
le contestó: «Si tú me das un dólar, tendré el doble del dinero que te queda». ¿Cuánto 


dinero tiene cada uno? 


6. Observe la siguiente secuencia de operaciones y compare las dos columnas de modo 


que le permita encontrar los números que van en las casillas sin necesidad de utilizar 


la calculadora: 


3?=9 2Х4-8 
42-16 1Х5-15 
5? = 25 4х 6= 24 


812= 6561 80 x 82= [ | 
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92 -[] 91 X 93 = 8463 
[= 15 625 124 Х 126= 15 624 


7. ¿Cuál es el centésimo dígito en la representación decimal de 23 ? 


8. Complete la siguiente tabla 
1- 
3-5- 
7+9+11 = 
13+ 15+ 17+ 19 = 


Utlicie lo anterior para hallar la suma: 43 + 45 + 47 + 49 + 51 + 53 + 55, sin usar la cal- 


culadora. 


9. ¿Cuál es el mínimo número de reinas que se necesita colocar en un tablero de ajedrez 


de4 X 4,de 5 X 5, demanera que ocupen o controlen todos los cuadros del tablero? 


ка 


Un! 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Escriba los resultados: 
12345679 X 9= 
12345 679 X 18- 
12345679 X 27- 


Sin utilizar la calculadora, halle el número que multiplicado por 12 345 679 da como 
resultado 888 888 888. 


Un cajón contiene 20 medias blancas y 20 negras. Si el cuarto está oscuro y usted 
mete la mano al cajón para sacar un par del mismo color, ¿cuál es el número mínimo 


de medias que debe sacar para lograr su propósito? 


Coloque diez monedas del mismo valor en fila. Un movimiento de un juego con estas 
monedas consiste en coger una, saltar dos y ponerla sobre la tercera. Muestre cómo 
se podrían hacer cinco grupos de dos monedas cada uno, ubicados a igual distancia 


uno del otro, en solo cinco movimientos. 


Cada segmento representa un palito. Mueva cinco palitos solamente de modo que 


queden tres cuadrados iguales. 
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14. Varios soldados deben cruzar un río profundo en un punto donde no hay puente. Los 
soldados descubren a dos niños que juegan en un pequeño bote de remos. Con ayu- 
da de ellos los soldados pudieron atravezar el río en ese bote, el cual tenía capacidad 


para llevar como mucho a un soldado. ¿Cómo lo lograron? 


15. Dibuje la siguiente figura sin despegar el lápiz de la hoja y sin trazar dos veces la mis- 
ma línea. 


16. A continuación aparece una lista de igualdades. 


330 

2 

6 (3) 

+6 = — 
3+6 2 
9 4 
з+6+9= 20 


Sin utilizar la calculadora, 


¿cuál es el resultado de sumar: 3 + 6+ 9 + 12 + 15 + 18 + 21 + 24 + 27? 


1 
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17. Coloque los dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 en cada cuadro de modo que los cuadros que 


compartan esquina no contengan dígitos sucesivos. 


18. Por medio de tres rectas, divida el reloj еп tres secciones tales que la suma de los nú- 


meros en cada región sea la misma. 


ES 


19. Escoja un dígito diferente de 0; multiplíquelo por 273; luego multiplique el resultado 
por 407. Realice el ejercicio con dígitos diferentes, observe el resultado en cada caso 


y explique la razón de estos resultados. 
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20. ¿Cuántos triángulos hay en la siguiente figura? Encuentre una manera de contarlos 


sin olvidar alguno. 


21. Complete el cuadrado mágico siguiente de tal manera que cada número desde el 1 
hasta el 16(1,2,3,4,...... 15, 16), se use sólo una vez y la suma de cada renglón, 
columna y diagonal sea 34. 


15 


11 10 


16 


22. Considere la fecha de su nacimiento y organícela en un solo número; por ejemplo: 17 
de febrero de 1785, el número sería 17 021 785. Reordene, en la forma que quiera, las 
cifras y forme un nuevo número; por ejemplo: 87 015 027. Reste los dos números, el 
menor del mayor, 87 015 027 - 17 021 785, sume las cifras del resultado que obtiene 
de la resta. Repita el proceso con otras fechas de nacimiento. ¿Puede concluir algo 


respecto a los resultados obtenidos de la diferencia? 


АМЕХО 4 


PRUEBA DE 
CONOCIMIENTO 
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Prueba de conocimiento 
Preguntas de selección mültiple con ünica respuesta 


. "a 2 
1. Al efectuar las operaciones en la expresión —4" + 


obtiene: 
—27 
B. -17 
C. 15 
D. 17 
2 1 1 1 : 
LT =—|=|l—+— la: 
2 E Ч (2 L Jes iguata 
4 
Ai 105 
4 
= ger 
с. 15 


© 
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Al simplificar 2 . X . - |+ EL -+ E | se obtiene: 
Л": 

22 

c. s 

р. $ 


Al simplificar —4. (7 — 15) — 16 + (-3 +7) — 6 + 5- (—2), se obtiene: 
A. 54 


B. 12 

ENS 
C — 
D. —24 


Al simplificar 4 + 7 · (2) — 32 + 6— 15 + 5 + 11, se obtiene: 


A. 3 

B. -17 
C =5 
D. 13 


María recibe el 12% del dinero de las ventas que realiza. ¿Cuánto tendrá que vender 
para ganar 548007 


A. 544800 
В. 540000 
C. 557700 
р. 5576 
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7. Sise obtiene 1 al simplificar la expresión: (a?b?) ^(a$ b)(a*b"'), entonces, x =: 


A. 0 
B. 2 
С. —2 
D. 3 


1 1 
8. Al simplificar la expresión: (2a) ? (8a) 2, se obtiene: 


A. Ва? 
B. 4a 
C. 8a 
D. 16a? 


9. "Tres veces un nümero sumado con el doble de la resta de cinco veces el nümero y 


trece" Si x representa el nümero, la expresión anterior corresponde a: 
A. 3х--2-5х-13 

B. Зх + 2(5x-— 13) 
С. Зх + (5х — 13) 
D. 


3x + 2(13 — 5x) 


10. Juan tiene 5 sombreros menos que María y Clarisa 3 veces el número de sombreros 


de Juan. Si María tiene n sombreros, ¿cuál de las siguientes expresiones representa el 


número de sombreros que tiene Clarisa? 


А. 5—3n 
B. З(п – 5) 
С. Зп – 5 
р. Зп 


2 


E 


T Uni 
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11. Alsimplificar 2(4(a — b) + За) + (3b — 2(4a + b)), se obtiene: 
A. 19a—3b 


B. 6a — 7b 
C. 22a— 9b 
D. 16a —7b 


12. Al restar (7x? — 5x — 3) de (4x? + 2x — 8), se obtiene: 
A. Зх? —7x + 5 
В. —3х°— 3х— 11 
С. 11х – Зх – 11 
D. —-38 + 7х – 5 


13. Та expresión algebraica [i + zy — 4 — iy equivale a: 
5 1 


A. —x + — 
голыг 

В. х-у 

С. y-x 

D, == -X +-==Y 


14. Al restar: 2-а z b | Ё а 2 b + 1 , se obtiene: 


2 6 3 5 
19 13 
А а 5 
` 10 12 
19 13 
В. а b 
T 10 T 12 
C. T 19 b 13 
10 12 
D. a+ B bpd 
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15. Dela suma de 3x? + 5x — 3 con 4x? — Зх + 6, se resta 2x? — 4х + 8. El polinomio que 
se obtiene es: 


А. 980 —2x + 11 

В. 5х – бх + 5 
С. —980 + 2х + 11 
р 


5x? + 6х – 5 


16. El desarrollo del producto (4m + 2n)(4m — 2n) es: 
A. 16m?-4 8mn — 4n? 
B. Am + 2п? 
C. 4m?— 16mn + 2n? 
D. 


16m? — 4n? 


17. Al realizar el producto 


X y X y 
Xy Lx x. : 
3 + | 3 5 Ё resultado es 


5 
2 2 
X y 
+ 
A E 25 
2 2 
В х___2 Xy — y 
9 15 25 
с ox. y 
9 25 
х? 
р. За э 
3 5 1253 


18. El desarrollo de (2a? + 5b)? es: 
A. 2а* + 5b? 

B. 2а* + 10a?b + 5b? 

C. 4а* + 20a?b + 25b? 

D 


4a* — 10a?b + 25b 


EZ 


SUL 


англ 


19. 


20. 


21. 


22. 
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Del resultado obtenido al efectuar (x — 3)0 + 4x + 12), es falso que: 


A. 


B 
С. 
р 


tiene 4 términos 
el coeficiente de х? es 1 
el grado es 3 


el coeficiente de x? es 1 


Simplificando la expresión (2x + 4)(x — 3) — (x + 1)(x + 2) se llega a: 


A. 


B 
C. 
D. 


x?— 14 
x!— 5x — 14 
20 Tx—2 
x hd e 


De la división (х? + 2x? + 2x + 1) + (х + 2), señale el enunciado que es falso: 


A. 


B. 
C. 
D. 


el cociente es x? + 2 
el residuo es 4 
el grado del dividendo es 3 


el coeficiente de x en el cociente es 0 


Al simplificar (a — 2b)? — (a + 2b)(a — 2b), se obtiene: 


A. 


B 
С. 
р 


8b? — 4ab 
—8b? 
4a* — 8b* 


2a? — 4ab + 8b? 
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23. Six — 2, el valor numérico de “эсэн es: 
5x —4 
A. 2 
B. 3 
C. -1 
11 
D. 9 


24. La expresión 4a? — 816“, factorizada equivale a: 


A. Qa —9b?)2a — 9b?) 
B. (4a — 81b?)(a + 1) 

C. (2а —9b?)(2a + 9b?) 
D, (2a? — 27b^)2 + 3b?) 


25. Alfactorizar la expresión rz — a. se obtiene: 


1 1 1 1 
A. —a - —b || —a + — 
«(4-а 5 ЇН-с Lo) 


26. Una factorización de 27x? + 8y? es: 
A. (Зх + 2у)(9х? + 12xy + 4y?) 
B. (9х2 + 4у2)(3х + 2y) 
C. (27x + 8у)(х — 2xy + у?) 
D. (3х + 2y)(9x? — бху + 4у?) 


2 


256 
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27. 


28. 


29. 


30. 


Una factorización de la expresión 1278 — 36x? — 120x, es: 
A. 12(х°+ 2)x — 5) 

B. 12х(х + 2)(х — 5) 

C. 2х(х + 6)(х — 10) 

D. 2х(х— 2)(х + 5) 


Al factorizar completamente Іа expresión 8a? + 2ab — 1562, se obtiene: 
A. (4a — 5b)(2a — 3b) 
B. (4a — 5b)Qa + 3b) 
C. (4а + 56)(2а — 3b) 
D. (4a + 5b)(2a + 3b) 


La factorización completa de 4x* — 16:8 — 84x? es: 
A. AxX*(x — 3)(х + 7) 

B. x'(Ax— 21)(x + 4) 

C. AxX*(x— 1)(х + 21) 

D. 2x'(x- 3)(х — 7) 


ac — 3ad + 2bc — 6bd 


Al simplificar ———————— — ——— ————, se obtiene: 
TEASE SE De баб — 35d | 
с + За 
А. 12а +b 
|. а—2Ь 
2a — b 
a+ 2b 
es c — 3d 
ЯЛЫ 25 


20-56 
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3 2 
31. Alsimplificar ш = la se obtiene: 
4m —1 


3m(2m — 1)(3m — 2) 
2m +1 
(2m +1) (3m - 2) 
2m — 1 


A. 


(3m - 2) 
2m +1 
3m(3m — 2) 
2m —1 
2x! — 7xy + бу? 


32. Elresultado de simplificar үгэ 65: 


x?’ + 5xy — 14y 


(2x = 3y)(x = 2у) 
х-7у 


2x —3y 


dá X t 7y 


2x + Зу 
х +7у 
2х — Зу 
Х-7у 


33. Elárea А de un triángulo de base b y alturahes А = c Por tanto, h —: 


А-2 


258 
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34. 


35. 


36. 


Al resolver la ecuación 7 (y + 1) — 11 = 5 (y + 1) + 2, se obtiene y =: 


A 1 
2 
в. 11. 
12 
с. B 
2 
1 
„Ше 


La solución de la ecuación 1 — 2 (3x — 1) – 4 (2 — x) = 5 — 3 (4x — 2), es: 


3 
A 7 
8 
B. бг. ДЫ 
5 
c -8 
3 
11 
D. 5 
La solución de la ecuación xm = 2Х-7, esx=: 
A -16 
11 
26 
B. 11 
С. 26 
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37. 


38. 


39. 


La suma de tres enteros consecutivos es 17 menos que 4 veces el menor. Los núme- 


ros son: 

A. 10,11,12 
B. 20,21,22 
C. 18,19,20 
D. 22,23,24 


El costo de una llamada de larga distancia es de $1800 para los 3 primeros minutos 
y de $500 por cada minuto adicional o fracción de minuto. Teniendo en cuenta esta 


información, es falso que: 
A. silallamada duró 8 minutos el costo fue de $4300 


B. la expresión que representa el costo de una llamada que dura x minutos, para 


X23 es C= 500 (x — 3) + 1800 
C. silallamada dura 9.5 minutos el costo es de $5050 


D. parauna llamada que dure 2 minutos se debe pagar $1000 


Si el precio del cobre es $1300 la libra y el precio del zinc es $600 la libra, ¿cuántas 
libras de ambos deben mezclarse para obtener 70 libras de bronce, el cual se vende 


a $900 la libra? (Al fundir cobre y zinc se obtiene bronce). 
A. 40 libras de cobre y 30 libras de zinc 
B. 35libras de cobre y 35 libras de zinc 
C. 20libras de cobre y 50 libras de zinc 
D 


30 libras de cobre y 40 libras de zinc 


a^ = 
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40. La ecuación 27а? — 36a = —12, tiene como solución: 
A. a — ER 
2 
B. a = E 
3 
9 
C a=-=— 
4 
D. а= C 
2 
41. Los valores que satisfacen la ecuación 7t = t? — 30, son: 
A. t=-10 y t=3 
В. t=11 y ї=—5 
С. t-6 y t=-5 
D. t=10 y ї--3 
42. Dela ecuación cuadrática 3x? — 5x — 9, es correcto afirmar que: 
A. notiene soluciones en los reales 
B. tiene una única solución, x= 3 
C. tiene dos soluciones enteras, x, = 27 y х, = 5 
f : 5 4133 5 — 4133 
D. tiene dos soluciones enteras, x, — 6 x= 6 
260, 43. Una caja fuerte tiene 5 cm de altura; el largo de la caja es 5 cm más que el ancho. Si su 


volumen es de 1500 ст, las medidas del largo y ancho son respectivamente. 
A. 15ст y 10cm 
B. 20cm y 15cm 
C. 25cm y 20cm 
D. 30cm y 25cm 
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